
Solu�ii – clasa a VII-a 
 
 
1.  a)Evident, n 0 si n  

Pentru orice n Z, numitorul raportului este num�r par, iar num�r�torul 
este impar, deci  

    b)Din  =>  => =>  (1) 

=>  => =>2+  =>  (2) 

Din (1) =>  ����  (3) 

�i , �inând seama de (2) =>  =>  

        Ob�inem n {1,2,4} 
 
2.  a) E(1)+E(2)+…+  =(-1+2)+…+ = =  

b) n=2t, E(1)+…+E(2t)=t => 2007a, a N 
� N=4014a, a N, a N* 

            n=2t+1, E(1)+…+E(2t+1)=-t-1=-(t+1). 
                                          t+1=2007a, a N 

� n=4014a-1, a N* 
                            n 10000 => n {4013,4014,8027,8028} 
       c)k2+E(n)=1 => E(n)=1-k2<0 => n m impar 
           n=2t+1 => -t-1=1-k2 => t=k2-2 
Pentru k impar => n ∈Ø 
Pentru k par => n = 2 k2 – 3  
 
 
3. a) Din CEB CMN => =  �i din DAF DMN, => =  . Dar 

=  , =>  => EB=AF => EA=BF 
b) Din EBC MNC, => = = =1+ =1+  =>  .  

 =>  =>  => MN2=ab 
 
 
4. a) ARC ADB =>  => RC*AB=DB*AC. 
    b) DD1 AC �i DD2 AB => DD1=DD2 



DD2 AB                         =>  DD2= AB. 
ADB=900; AD=DD 
SADC=  AC*DD2= * SABC =SABR 

    c) (AB bisectoare =>   
 

 = SADC/SBDC*AB/AC*SRCB/SRAB=SRCB/SBDC*AB/AC 

              = RC*DR/4*DB*DR*AB/AC=RC*AB/DB*AC=1 => AM,CD,BR 
coliniare 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Solu�ii – clasa a VIII-a 
 
1.Fie n astfel incat n=n(x+7)=y(y+3), unde n,y  =>  
|  � +28x+ - = +12y+  � =  � 

 �(2x+7+2y+3)(2x+7-2y-3)=40 � (x+y+5)(x-
y+2)=10, unde x+y+5>x-y+2  
=>  sau  

Primul sistem este echivalent cu , pentru care care n=18 

Al doilea sistem este echivalent cu  , care nu convine. 

 
2. i)E(-1)=(3+k)2+24/32n=E(3) �i E(-3)=(15+k)2+44/152n=E(5) 
ii)Fie k  �i x0 r�d�cina întreag� a ecua�iei � (x0

2-2x0+k)2+(x0-1)4/(x0
2-

2x0)
2n=k+1 � (x0-1)4/(x0

2-2x0)
2 Z � (x0-1)4/(x0-2x0)

2n * (x0
2-2x0)

2n-2 Z � 
(x0-1)4/(x0

2-2x0)
2 Z � (x0

2-2x0+1/x0
2-2x0)

2 Z � x0
2-2x0+1/x0

2-2x0 Z � 
1+1/x0

2-2x0 Z � x0
2-2x0 {-1,1}. Dac� x0

2-2x0=-1 � (x0-1)2=0 � x0=1 Z. 
                                                                           Dac� x0

2-2x0=1 � (x0-1)2=2 
� x0=1 Z. 
Deci x0=1 �i înlocuind în ecua�ie, ob�inem (k-1)2=k+1 � k2-2k+1=k+1 � 
k2-3k=0 � k(k-3)=0 � k {0,3}. 
iii)E(2-x)=(4-4x+x2-4+2x+k)2+(2-x-1)4/(4-4x+x2-4+2x)2n=(x2-2x+k)2+(1-
x)4/(x2-2x)2n=E(x). Deci, dac� x0 este solu�ie a ecua�iei E(x)=k+1. Cum 
ecua�ia are solu�ie unic�, rezult� x0=2-x0 � x0=1 �i înlocuind în ecua�ie 
ob�inem k {0,3}. Dar k R* � k=3 ……. 
 Reciproc, pentru k=3, ecua�ia devine (x2-2x+3)2+(x-1)4/(x2-2x)2n=4 � 
(x2-2x+3)2=4-(x-1)4/(x2-2x)2n 

� (x2-2x+1+2)2 4 � [(x-1)2+2]2 4 � (x-
1)4+4(x-1)2+4 4 � (x-1)4+4(x-1)2 0 � x-1=0 � x=1 
             Deci k=3  
 
3. a) Fie E simetricul lui S fata de D �  
DE||CT  si DE CT≡ �  
DETC paralelogram �  
TE||CD||AB SI AB ⊥ (SAD) �  TE ⊥ (SAD) 
D(T,(SAD))=TE=CD=a                                                                 
 
Fie EO ⊥ SA si TE ⊥ (SAD)   �  
TO ⊥ SA   �  d(T, SA)=TO 
EO=2AD=2a 



  ∆ TEO(�E=900) �  TO= 522 aEOTE =+                            
 
 
b) Fie R mijl (CD) 
    SD||CT si SD||CT �  SDTC paralelogram �  R∈TS �R∈(SBT)      
 
    APBR paralelogram �  AP||BR si BR⊂ (SBT) �  AP||(SBT) 
 
4. 

a)         �  �  � 

 
VA VC � VO2=OA*OC � VO2=OD*OB � VB VD 

b) Fie d (ABCD), R d. 
BC (VOE)=BC EO={M} 
RS||VO        � RS (VOE) � S (VOE) ……   
R (VOE) 
B (VOE)=BC VS={M1}={M} � M1=M � VS OR BC={M} 

                       EV d={T} � d (VAD)={T}. 
               RS||VO �         � 
RS+RT=2VO. 
               TR||VO �  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Solu�ii – clasa a IX-a 
 
 
1 
 Notam A’, B’, C’ mijloacele laturilor;   D, E, F picioarele inaltimilor  
 AH=2OA’       3p 
 AH HFCHHEBHHD ⋅=⋅=⋅      4p 
 
 
2 
 a) Vectorii se aduna dupa regula triunghilui.   1p 
     Avem |OA-OB| ≤ OM ≤ |OA+OB|, egalitatile revenind cand 
punctele devin coliniare  2p 
     Locul geometric este coroana centrelor in O cu raze 5r-2r=3r, 
respectiv 5r+2r=7r  
      Verificare reciproca    1p  
         Total 4p 

 b) Renotam 
→→→

=+ ONOBOA  si avem 
→→→

+= OCONOM . Acelasi rationament  
1p 
     coroane concentrice : cea interioara cu raze 4r=11r-7r si 8r=11r-8r,         
1p 
                cea exterioara cu raze 14r=11r+3r, 18r=11r+7r                                          
1p 

Total 3p 
 

3 
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4 
Consideram cel mai restrans patrulater MNPQ care contine pe D in interiorul 
sau si are laturi paralele la axele sistemului ortonormant. Atunci este clar ca 

MN+NP=1 
Notam cu A=ariaD. Atunci este trivial ca 

A<ariaMNPQ=MN
4
1

2

2

=�
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�
�
�
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Din faptul ca pr(oXD si pr(oYD sunt segmente deducem ca  



,MNd i ≥�  �≥� NPd i 4
1

4
=+≥�

NPMN
ri  

unde di si ri sunt respectiv diametrul si raza discului Di. Din (I.M.) avem ca  

( )
2

2

30
1

� �≥ ii rr  

De unde rezulta ca 

A= ( )� � ≥≥
160
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22 πππ ii rr >
160

1  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Solu�ii – clasa a X-a 
 
1. Avem: ,……, , 
    de unde +……+ ) 
Daca am avea si  

 
prin adunare rezulta inegalitatea ceruta. 
Se presupune deci ca 

 
Avem 1= , 

de unde +……+  
Dar cum , 
Rezulta  si daca 

 
 
2. Avem c� f(xyz)=f(xy)*f(z)+k=f(x)*f(y)*f(z) + kf(z)+k. 
Simultan, avem îns� f(xzy)=f(xz)*f(y)+k=f(x)*f(z)*f(y)+kf(y)+k. 
Deci, cum f injectiv�, ob�inem k=0. 
Observ�m c� f(1)=f2(1)=f2(-1). 
Dac� f(1)=0, atunci f(x)=0 pentru orice x contradic�ie cu injectivitatea. 
Dac� f(1)=-1, atunci f(x)=-f(x) deci f(x)=0 pentru orice x contradic�ie. 
Deci f(1)=1, atunci cum |f(-1)|=1 �i f(1)=1 �i 1 -1 atunci f(-1)=-1, deci f(-
x)=-f(x) contradic�ie 
 
3. Func�ie f:R R, f(x)=x3+ este strict cresc�toare. 
Se observ� c� ecua�ia se poate scrie f(f(x))=x �i se arat� ce aceasta este 
echivalent� cu f(x)=x, care are solu�iile x1=1, x2,3=-1 . 
 
4. 

Lu�m 0Oz =  �i ( )cos i sin ,Az R= α + ⋅ α  ( )cos i sin ,Bz R= β + ⋅ β     
( )cos i sin .Cz R= γ + ⋅ γ  

 

Avem ( ) ( )2 2 22 2 cos cos sin sinB Ca z z R 	 
= − = β − γ + β − γ =
� �

 

( )22 1 cosR= − β − γ	 
� �   (1). Permut�ri ciclice. 

0,5p 

( ) ( )'2 cos cos i sin sinA B Cz z z R⋅ = + = β + γ + ⋅ β + γ	 
� � etc 0,25
p 

1 

C�ut�m ,D BC∈  încât ,AD BC⊥  adic� ,t ∈�  astfel ca  D Bz t z= ⋅ +   1p 



+ ( )1 .Ct z− ⋅  G�sim 2 2 2 22a t a b c⋅ = + −  �i apoi ( )2 2 2 22 D Ba z a b c z⋅ = + − ⋅   

( )2 2 2 .Ca b c z+ − + ⋅  

Urmeaz� ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2
'4 2D A B Ca z a z a b c z a b c z⋅ = ⋅ + + − ⋅ + − + ⋅      0,25

p 
                                                                                                      Total 2p 

Un punct K al dreptei ' 'A D  este dat de ,k ∈�  astfel încât 'K Dz k z= ⋅ +   

( ) '1 ,Ak z+ − ⋅  adic� ( )2 2 2 2 2 24 2 2K A Ba z a k z a k b a c z	 
⋅ = ⋅ + + ⋅ − − ⋅ +� �   

( )2 2 2 22 Ca k c a b z	 
+ + ⋅ − − ⋅� �   (2) 

1p 

Variante. Se poate impune coliniaritatea punctelor ', ', ,B E K  eventual 
exprimând aria triunghiului ' ' .B E K  Se poate ra�iona sintetic: 
concuren�� în triunghiul ' ' 'A B C  a izotomicelor în�l�imilor. 

 

O exprimare similar� este dat� de ,h ∈�  astfel ca 2 24 2K Ba z a h z⋅ = ⋅ +  

( )2 2 2 22 Ab h a b c z	 
+ + ⋅ − − ⋅ +� � ( )2 2 2 22 .Cb k c a b z	 
+ ⋅ − − ⋅� �  Cele dou� 

exprim�ri coincid dac� ( )2 2 2 2 22 2 ,h a b c kb b− + + + =  

( )2 2 2 2 22 2 .ha k a b c a+ − + =  

1p 

Se poate eviden�ia consecin�a ( )( ) ( )2 2 2 2 22 .h k a b c a b+ + + = +   

Eliminând h  g�sim ( )2 2 2 22k a b c a+ + =   (3) �i  urmeaz� ( )2 2 2
Ka b c z+ + ⋅ =

2 2 2
A B Ca z b z c z= ⋅ + ⋅ + ⋅  (4).  Simetria rela�iei asigur� �i celelalte coliniarit��i.

 

Se observ� c� punctul K  este al lui Lemoine. Aceast� observare poate 
substitui oricare  
dintre cele 3 etape dar nu poate fi notat� decât cu 1 punct. 

 

2 

                                                                                                                    Total 
3p 

 

3 Folosind (3) avem ( ' ' 0,K A D k∈ ⇔ >  evident� �i ( ' ' 1K D A k∈ ⇔ < ⇔   
2 2 2.b c a⇔ + >  

1p 

4 Cu KOK z=  rela�ia (4) d� ( )22 2 2 2cos cos cosOK a b c= α + β + γ +  

( )22 2 2sin sin sina b c+ α + β + γ = ( )4 4 4 2 22 cosa b c a b+ + + α −β +  

( ) ( )2 2 2 22 cos 2 cos .a c b c+ α − γ + β − γ Folosind (1) deducem rela�ia din enun�.

1
p 

 
 
 
 
 
 



Solu�ii – clasa a XI-a 
 
 
 
 
3. (1) Dezvoltand determinantul dat dupa elementele primei coloanei se obtine  
 (*) Dn(x)=(x+2a)Dn-1(x)-a(x+a)Dn-2(x)  
 
(2) In (*) avem o …. liniara de ordin 2 in ecuatie caracteristica 
 t2-(x+2a)t+a(x+a)=0 de radacini  

 t1,2=
2

2 xax ±+
, deci t1=x+a, t2=a 

    Determinam βα ,  ∈ ℜ  a.i  
 Dn(x)=α (x+a)n + β an  
     Pentru n=1 si n=2 se obtine sistemul liniar in βα ,  

     (**) 


�
�

++=++
+=++

2222 33)(
2)(

aaxxaax

axaax

βα
βα

 de det ∆ =-ax (x+a). Cand ≠∆ 0, … x ≠ 0 si 

x ≠ -a se        obtine α =
x

ax +
, β =-

x
a

. Asadar din x ≠ 0 si x ≠ -a avem  

     Dn(x)= =−+ ++

x
aax nn 11)(

(x+a)n + (x+a)n-1a +…+(x+a)an-1 + an  

4. (1) Fie p, q ∈ Ν * a.i. Ap=0=Bq si fie m=p+q-1. Cum AB=BA, avem  

 (A+B)m= 0
0
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=
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m
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k
m BAC  

    pentru ca m-k p≥ sau k q≥ oricare ar fi k=0, 1, 2, …, m 
    Avem  
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(2) Daca Ap=0 �  (-A)p=0 si cum A(-A)=(-A)A rezulta ca eAe-A=eA+(-A)=e0=In 

 
 
 
 
 
 
 
 



Solu�ii – clasa a XII-a 
 
1. Fie f(x)= , x  

Avem  

 
Fie F(x)  

 
Continuitatea in x=  si x=  pentru F(x) impune ca = + +   si =  

de unde 

                           cu C  

Verificarea derivabilitatii in x=  si x=  

 
 
2. Sa presupunem, prin reducere la absurd, ca exista  astfel incat 

  
Inegalitatea din ipoteza se rescrie sub forma  

(ln(F F)(x)-ln x)’ 0, 
pentru orice x (0, ), ceea ce arata ca functia  h: (0, ) R,data de 

 h(x)=ln(F )(x)-lnx, 
pentru orice x ,este crescatoare. 
          Prin urmare functia g ,data de  
                                                                        g(x)=  

pe orice x  (0, ), este crescatoare. 
     Atunci, pesntru orice x [1 , avem 
                                                                 (  
De unde, folosinf ipoteza, 

       F(F(x))f(x) F(F(1)), 
deci 
              



Folosind regula lui l’Hospital, obtinem 

 
Pe de alta parte insa,avand in vedere presupunerea facuta, 
         

Contradictie care incheie demonstratia. 
 
 
3. 

(1) Avem a=aba=ab aba=a  

Cum pentru orice x M avem  

(ab)x=bxa=bxaba=abxba=aba xb=a xb=xab rezulta ca                 

cx= x=ab bx=bx ab=baxb=ab xb=x =xc 

(2) Fie B= .Avem ABA= B= B= , de unde , , 

 si  

Dar  pentru , , } 

       =  pentru  

 
Analog rezulta ca  si . 

Asadar avem 4x4x4x4=256 matrice B ( ) a.i. A=ABA. 

 
 
4. 

(1) Dac� x G, atunci a, ax, a2x sunt elemente distincte ale lui G �i fie 
Mx={x,ax,a2x}. Avem Mx=Max=Ma2x. Dac� y G �i y My={y,ay,a2y} atunci 
Mx My= . 

Fie x1,x2,…,xm A cu un maxim posibil astfel încât xj Mxi,  i j. Avem                                  
A=M M … M  de unde n=3m. Întradev�r, în caz contrar exist� 
xm+1 A astfel încât xm+1 xi ceea ce contrazice maximalitatea lui 
m. 
(2) Fie z= +  �i x1,x2,…,xm C* astfel încât | | | |,  s t. Dac� 

A={zixy|0 3, j m} atunci A are n=3m numere distinct �i zx A,  x A. 
 

 
 


