Solutii — clasa a VII-a

1. a)Evident, n=0 si n= 3
Pentru orice neZ, numitorul raportului este numar par, iar numaratorul
eZ.

este 1mpar deci =

—6n+In+4 Z{n*—3n) In
b)Din “—= h2_>%ez= '_;“'+ _’"_3

—En+10m

::> :

n:—3

e z=>"

= cz (2)
Din (1) => —3 €z @ f_i_;,._” €z (3)

si , tinand seama de (2) => ——

3, EZ=>n —3n €Dy
Obtinem ne{1,2,4}

2. a) E(1)+EQ2)+.. +E"“‘“'6} =(-142)+.. 4 (72005)+2006) _1003_1

INE " 2006 2
b) n=2t, E(1)+...+E(2t)=t => 2007a, acN
=N=4014a, aeN, aeN"
n=2t+1, E(1)+...+EQ2t+1)=-t-1=-(t+1).
t+1=2007a, acN
=n=4014a-1, acN"
n<10000 => n{4013,4014,8027,8028}
o)k’+E(n)=1 => E(n)=1-k’<0 => n m impar
n=2t+1 => -t-1=1-k* => t=k*-2
Pentru k impar =>n € @
Pentruk par=>n=2k’-3

3. a) Din ACEB~ACMN => === i din ADAF~ADMN, => =2===  Dar

cs_oa _ £ _ 4 _ pR AF s EA=BF
CN DM MN MM ) )
b) Din AEBC~AMNC, => S2=S0= 0B VB | (I oy, MIRe_y | M
MN N N MN B
J"’f:"n'":ﬂ — b+MN :> MN+ta -J"':J.'ll — bt+MN—b _> __ — E _> MN _ab
M h MN B MN

4.a) AARC~AADB => = = = => RC*AB=DB*AC.
b) DD, 1AC si DD,1AB => DD,=DD;,



DD,1AB } => DD,=2AB.

ADB=90"; AD=DD

SADC:% AC*DD2=%*% + AC+ AE = %SABC :SABR
AEB

c) (AB bisectoare => 22 = 25
M AT

= * MB * s = SADC/SBDC*AB/AC*SRCB/SRAstRCB/SBDC*AB/AC

EB MC FA
=§RC*DR/4*DB*DR*AB/ACzRC*AB/DB*AC:I => AM,CD,BR
coliniare



Solutii — clasa a VIII-a

1.Fie ne N7, astfel incat n=n(x+7)=y(y+3), unde n,ye N* => x? + 7x = y + 3y
|- 4 & 4x2428X+72-72=4y7+12y+3% - 32 O (x + 7) I - 7=(2y +3)2 - 37 &

(2x +7)2 = (2y + 3)% = 72 — 32 & (2x+7+2y+3)(2x+7-2y-3)=40 & (X+y+5)(x-
y+2)=10, unde x+y+5>x-y+2

_ jx+y+5=10 x+y+5=

_>}x—_\'+2=1 { —¥y+2=2

l..—..ﬁ..—“

Primul sistem este echivalent cu g pentru care care n=18

Al doilea sistem este echivalent cu , care nu convine.

,.-...-u.—‘I

_‘L:

2. DE(-1)=3+k)*+2*3"=E(3) si E(-3)=(15+k) +44/152“_E(5)

i1)Fie ke Z s1 x radacina 1ntreaga a ecuatiei < (xo -2Xo+k) +(x0-1)4/(xq -

2x0)2“—k+1 & (xa-DM(x0” -2x0) €7 & (xo-DY(xo- 2x0)2“ * (xo2-2x0) "7 ©

(xo-DY(x02-2%0)*Z & (x>-2%0+ 1/x02-2%0)°SZ & x0>-2%0+1/x0>-2x0eZ. &

1+1/x>2%0eZ ¢ Xo-2%0e{-1,1}. Dacd xo*-2x¢=-1 & (xo-1)’=0 & x=1€Z.
Daci x¢>-2x¢=1 < (xo-1)*=2

& X0=1i1.."'§ gZ.

Deci xo=1 si inlocuind in ecuatie, obtinem (k-1)’=k+1 <> k*-2k+1=k+1 <

k*-3k=0 ¢ k(k-3)=0 < ke{0,3}.

1i1)E(2-X)=(4-4x+X>-442x+K)*+(2-x-1) /(4-4x+x>-4+2%)*"=(x*-2x+k)*+(1 -

x)4/(x2—2x)2“:E(x). Deci, daca x, este solutie a ecuatiei E(x)=k+1. Cum

ecuatia are solufie unica, rezulta xy=2-xy <> xo=1 s1 inlocuind in ecuatie

obtinem k&{0,3}. Dar keR* < k=3 .......

Reciproc, pentru k=3, ecuatia devine (x2—2x+3)2+(x—1)4/(X2-2x)2“=4 &
(X2-2x43)2=4-(x- 1) /(x2-2%)" & (x2-2x+142)°54 & [(x-1) 42154 © (x-
D 44(x-1+4<4 & (x-1Y+4(x-1)>20 < x-1=0 ¢ x=1

Deci k=3

3. a) Fie E simetricul lui S fatade D =
DEICT si DE=CT =

DETC paralelogram =

TEIICDIIAB SI AB L (SAD) = TE L (SAD)
D(T,(SAD))=TE=CD=a

Fie EOLSA si TE 1(SAD) =
TOLSA = d(T, SA)=TO
EO=2AD=2a



ATEO(<E=90%) = TO=+TE>+EO* =a+5

b) Fie R mijl (CD)
SDIICT si SDIICT = SDTC paralelogram = Re TS = Re (SBT)

APBR paralelogram = APIIBR si BRc(SBT) = APII(SBT)

4.
a) DAB=0DC & AOAB~AODC < % = % &
A0B =Co0D
VALVC < VO’=0A*0C ¢ VO*=0D*OB <> VBLVD
b) Fie dL(ABCD), Red.
BCn(VOE)=BCnEO={M}
RSIVO] ¢ RSc(VOE) < S&(VOE) ......
Re(VOB)
BN(VOE)=BCNVS={M, }={M} <& M,=M <& VSNORNBC={M}
EVNd={T} < dN(VAD)={T}.
RS”VO<:>E E R5+TR:E+E:RM+ER:E:E:2®
RS+RT=2VO VN M N M En M M REM

TRIVO & E£LEE
¥

En



Solutii — clasa a [X-a

1
Notam A’, B’, C’ mijloacele laturilor; D, E, F picioarele inaltimilor
AH=20A’ 3p
AH-HD =BH -HE =CH - HF 4p

2

a) Vectorii se aduna dupa regula triunghilui. 1p
Avem |OA-OBI<OM <IOA+OBI, egalitatile revenind cand
punctele devin coliniare 2p
Locul geometric este coroana centrelor in O cu raze Sr-2r=3r,
respectiv Sr+2r=7r
Verificare reciproca 1p

Total 4p
b) Renotam OA+OB=ON si avem OM = ON+OC . Acelasi rationament
Ip
coroane concentrice : cea interioara cu raze 4r=11r-7r si 8r=11r-8r,
Ip
cea exterioara cu raze 14r=11r+3r, 18r=11r+7r
Ip
Total 3p
3
Avem
2 2 2
@@ b (a+b’ _  a+b a+tb _ 2Jab _ 2

a+b b+a d+bP+a+b dP—-ab+b*+1 a*+b*  a*+b* a*+b?

4
Consideram cel mai restrans patrulater MNPQ care contine pe D in interiorul
sau si are laturi paralele la axele sistemului ortonormant. Atunci este clar ca
MN+NP=1
Notam cu A=ariap. Atunci este trivial ca
2
A<ariaMNpQ:MN- NP < (Mj Zi

Din faptul ca pr,xD si pryD sunt segmente deducem ca



MN+NP _1

4 4
unde d; si r; sunt respectiv diametrul si raza discului D;. Din (I.M.) avem ca

IEEN) )

Dd;2MN, Y d,2NP= 12

De unde rezulta ca

N T A
A=—ryn 2 Bn 23> 16



Solutii — clasa a X-a

de unde ay a+...... +a,+n=2(a; + - +yaz)
Daca am avea si

Jar++ Ja, =0,

prin adunare rezulta inegalitatea ceruta.
Se presupune deci ca

Wi Tt e, <n
Avem |=2——"mm22=n = ", La,)z,
de unde aj.a-+...... +a, =1

Dar cum a; + -+ a, + 10 ..a, =n+ 1,
Rezulta a; + a, + -+ a,, = nsi daca

ay+a+-+a,=n> Ja, + -+ o,

.
2. Avem ca f(xyz)=f(xy)*f(z)+k=f(x)*f(y)*f(z) + kf(z)+k.

Simultan, avem Tnsa f(xzy)=f(xz)*{(y)+k=f(x)*f(z)*{(y)+kf(y)+k.

Deci, cum f injectiva, obtinem k=0.

Observam ca f(1)=f*(1)=f*(-1).

Daca f(1)=0, atunci f(x)=0 pentru orice x contradictie cu injectivitatea.
Daca f(1)=-1, atunci f(x)=-f(x) deci f(x)=0 pentru orice x contradictie.
Deci f(1)=1, atunci cum If(-1)I=1 si f(1)=1 s1 1=-1 atunci f(-1)=-1, deci f(-
x)=-f(x) contradictie

. 1 . o

3. Functie f:R-=R, f(x):x3+; este strict crescatoare.

Se observa ca ecuatia se poate scrie f(f(x))=x si se arata ce aceasta este
. o .. =

echivalenta cu f(x)=Xx, care are solutiile x;=1, x2,3=-1£‘?

4.

I|Ludm z,=0 si z, =R(cosa+i-sina), z,=R(cosPp+i-sinp),

zo = R(cosy+i-siny).

Avem a’=|z,~z.[ =R’ [(cosB—cos\()2 +(sinp- siny)z} = 0,5p

=2R*[1-cos(B—v)] (1). Permutari ciclice.

22, =23+2.= R[(cos[3+cosy)+i-(sin[3+siny)] etc 0,25
p

Céautam De BC, incat AD L BC, adica re R, astfel ca z,=1-z,+ Ip




+(1-1)-z.. Gasim 2a° t=a"+b’ -’ §i apoi 2a* -z, =(a’+b’ ) -z,

+(a2—b2+c2)-zc.

Urmeaza 4a’ -z, =2a’ -z, +(a*+b’ =c*) -z, +(a* =b* +¢*) - 2,

0,25

Totg

Un punct K al dreptei A'D' este dat de ke R, astfel incat z, =k-z,,. +
+(1-k) 2, adicd 4a’ -z, =2a’k -2, +| 20" +k- (b’ =a’ =c*) |- 7, +

+[2az+k-(c2—a2 —bz)]-zc (2)

Variante. Se poate impune coliniaritatea punctelor B, E', K, eventual

exprimand aria triunghiului B'E'K. Se poate rationa sintetic:
concurentd in triunghiul A'B'C' a izotomicelor Tnaltimilor.

O exprimare similara este data de he R, astfel ca 4a”-z, =2a’h-z, +
+[2b2 +h-(a’-b —cz)]-zA + [2[92 +k(?-a’ —bz)]'zc. Cele doua
exprimari coincid daca h(-a’+b*+c)+2kb” =2b°,

2ha? +k(a2 -b* +cz) =24°.

Se poate evidentia consecinta (h+k)(a’ +b>+c*)=2(a’ +b°).

Eliminand h gasim k(a>+b*+c’)=2a" (3) si urmeaza (a’+b*+c’) -z,

=a’ z,+b"-z,+c” 7. (4). Simetria relatiei asigura si celelalte coliniar

Se observa ca punctul K este al lui Lemoine. Aceastd observare poate
substitui oricare
dintre cele 3 etape dar nu poate fi notatd decat cu 1 punct.

3p

Folosind (3) avem Ke (A'D'< k>0, evidentd §i Ke (D'A' o k<le

s b+t >ad

Cu OK =|zK| relatia (4) da OK* :(a2 cos o +b” cosP+c? cosy)2 +

2
+(a2 sino+b*sinB+c’ siny) =a'+b*+c*+2a’b’ cos(a—P)+

+2a’c? cos(a— ) +2b°c* cos (B —1).Folosind (1) deducem relatia din enun




Solutii — clasa a XI-a

3. (1) Dezvoltand determinantul dat dupa elementele primei coloanei se obtine
(*) Dn(x)=(x+22)Dn.1(X)-a(x+a)Dy-2(X)

(2) In (*) avem o .... liniara de ordin 2 in ecuatie caracteristica
tz—(x+2a)t+a(x+a):0 de radacini
x+2axx

tu:T , decl tj=x+a, tr=a
Determinam &, € R a.i
Dy(X)=a (x+a)"+ fa"
Pentru n=1 si n=2 se obtine sistemul liniar in &,
(%) { a(x+a)+ fa=x+2a
a(x+a)’ + fa’ = x* +3ax+3a’

) x+a a ) )
X#-a se obtine o = , B=-—.Asadar din x#0 si x# -a avem
X
x+a n+l _an+1 i )
Du(X)= (x+a) =(x+a)" + (x+a)"'a +...+(x+a)a"! + a"
X

4. (1) Fie p, q € N~ a.i. AP=0=BYsi fie m=p+q-1. Cum AB=BA, avem
(A+B)"=>"C, A" *B"*
k=0

pentru ca m-k > p sau k> g oricare ar fi k=0, 1, 2, ..., m
Avem
gq-1 +q- +q-
ee—ZA’ Z—B’ Z 2 ZCA’”B
j=0J k=0 \i+j= kl']' k= =0
+gq—-
S (A4 B =t
k=0 k!

(2) Daca AP=0 = (-A)"=0 si cum A(-A)=(-A)A rezulta ca e’e *=e**V=¢"=],

de det A=-ax (x+a). Cand A#0, ...

x# 0 si



Solutii — clasa a XII-a

1. Fie f(x)= |§ + cosx|, x (0,27)
Avem
F 1 ] - 2m

E + cosx 0 =< x < ?
) 1 2 S da

———(05X ,— E=XE—

3 3
1 4

;+ COSX ? < x = 2m

Fie“F(x): (0,27) +R

ro1 _ ~ f_E;.'
Er+s:nr+£'1 0<x< 3

) 1 x4 C erc: {-}rr
——X —SInx ~ — =X =——

- 3 3
L e+ asinx+ C i 2
—x + xsin; — < x <2
kzl xsinx 3 3 X 7

. .l B an . 2r = . ar -
Continuitatea in X=_-si X=— pentru F(x) impune ca € =5+ 340 siC =—5 + V3i+ G,

de unde
1
x+sinx+C

—%x—sim+?+~.§+f cuCER
%_1' - sa‘n_x'_%ﬂ” +243+C

Verificarea derivabilitatii in x="- si x=—

=

2. Sa presupunem, prin reducere la absurd, ca exista ! € R astfel incat
SIFeF)(x) =1

Inegalitatea din ipoteza se rescrie sub forma
(In(F=F)(x)-In x)’=0,

pentru orice x£(0,%), ceea ce arata ca functia h: (0,%)—R,data de
h(x)=In(F= F)(x)-Inx,

pentru orice x& (0, e0),este crescatoare.

Prin urmare functia g: (0,e=) — R,data de

g(x)=

(FFl{x)

x

pe orice x€ (0,cx), este crescatoare.
Atunci, pesntru orice x€[1e2), avem
(F e F)(x) = F(F(1))x
De unde, folosinf ipoteza,
F(E(x)f(x) =F(F(1)),
deci

Lrr(F0) () = F(F(1)) > 0,



Folosind regula lui I’Hospital, obtinem
CERE _ ume(F(x)f(x) = F(F(1) > 0.

x=ee X
Pe de alta parte insa,avand in vedere presupunerea facuta,

I; -
lim e miry

xX—oo X

Contradictie care incheie demonstratia.

=0,

(1) Avem a=aba=ab-aba=a- ab?-a = aca
Cum pentru orice xeM avem
(ab)x=bxa=bxaba=abxba=aba-xb=a-xb=xab rezulta ca
cx=abx=ab-bx=bx-ab=baxb=ab-xb=x- ab*=xc

@ FieB=( 7)Avem ABA=4°B=d1B=( ¥ * V) deundedi =145 =0,
Z u i 7 3 4/
32=0siaw=4
Dar 4% = ii pentru & € {1,4,7,10}
47=0 pentru v € {0, 3,6, 9}

Analog rezulta ca z € {0,3,6,9) si w € {1,4,7, 10}.
Asadar avem 4x4x4x4=256 matrice BE M,(Z,,) a.i. A=ABA.

(1) Daca xeG, atunci a, ax, a2x sunt elemente distincte ale lui G si fie
My={x.ax,a2x}. Avem My=Maox=Ma2yx. Daca yeG si ygM,={y,ay a2y} atunci
MXnMy:@.

Fie x1.x2.... Xm€A cu un maxim posibil astfel incat x;gMxi, ¥ i#j. Avem
A=Mzx,; UMx, U...UMx,, de unde n=3m. Infradevdr, in caz contrar existd
Xm+1EA astfel Incat xm+1¢ U, Mx Ceea ce confrazice maximalitatea Iui
m.

(2) Fie z=cosT+sin 7 §i X1 X2,... xmeC" astfel incat |x,1# | x|, ¥ s#t. Dacd

A={Zixy | 0=3,=j=m} atunci A are n=3m numere distinct si zxeA, ¥ XEA.



