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CLASA a X-a

1. Fie f:N — N o functie surjectiva. Sa se demonstreze ca exista f;, f, : N — N functii

nesurjective cu proprietatea ca f = f, + f,
Lavinia Savu, Bucuresti

Xt+y+z=a

2. Sa se rezolve sistemul de ecuatii: )a2+3a ,unde a€ (1;+ ).

a"V+at T +a T = 3(3/;

Cristian Amordritei, Dan Popescu, Suceava

3. Fie z,,2,,...,2, € C cu proprietatea ca ‘z}.‘ <1, (V)je {1,2,...,11} .

Z

n

).

Sorin Radulescu, Bucuresti, Mihai Piticari, C-lung Moldovenesc

Sa se demonstreze ca ‘1— 22y e zn‘ > (l—‘zl‘)-(1—‘z2‘)-...-(1—

4. Fie 7,,2,,2,€ C cu |z1|=|z2|=|z3|=1.

Sd se demonstreze cd |27, 2, + 2, Z,|+ |2, -2+ 2, 4| +|2, - 2, + 2,0 4| =2 2.

Sorin Radulescu, Bucuresti, Dan Popescu, Suceava

NOTA: Timpul efectiv de lucru este de trei ore. Pentru fiecare subiect se acord de la 0 la 7 puncte.



SOLUTII

1. Consideram multimile

A :{xe NI f(x) = par} B = {XE NI f (X) = impar} , care sunt, evident,

nenule.
Definim functiile f |- N—->N, f 5 " N — N | astfel :

xe A
1 (x) = ({,ixe)Bxe S (¥)=

Atunci f = f, + f, si f,, f, sunt nesurjective.

f(x),xe B
O,xe A

12+x 3 a“+y“+z7+a

2 2
opna’ " +a’ T +a  23Va
si deoarece

Ky =(x+y+z)-2xy-2xz-2yz2a’ - 2(x° + y* +20)

se deduce ca :

2 2 2
a* " +a’ " +a*" 23-Na =+Va
egalitatea fiind posibila doar pentru :

x2+y=y2+z:z2+x.

Inlocuind in a doua relatie din sistem, se obtine :

2
+3
x2+y=y2+z=Z2+x=%,deunde x2+y2+Z2=aT.

Folosind din nou X + y +Z=a , obtinem ca:
a’ a

2 2 2 .Y
X +y +2 :xy+yZ+Zx:?,adicéx:y:Z,deCi x—y—z—3'

3. Notam | Z; I= a;, V je{l,2,...,n} g obtinem succesiv :

demonstram ca : (1) 1- alaz---an 2 (1 - al )(1 - az )(1 - an)
Demonstratia relatiei (1) se face prin inductie :
(a) pentru n=1 se verifica prin egalitate;



(b) presupunem ca, daca @;,a,,...,d, € [0,1], atunci
l-aa,..a,2(-a)1-a,)..(1—a,) si demonstrim ca, daca
a,,a,,....a,,a . €[0,1] atunci
l-aa,..a,a, 2(0-a)l-a,)..l-a,)l-a,,).

Folosim :
Daca X, Y € [O’ 1] , atunci I- Xy 2 (1 - x)(l - y) , care se demonstreaza astfel :

X+Y22Jxy 22xy deci l-xy21-x-y+xy s 1l-xy>21-x)(1-y),

Deci
1-(aa,..a)a,  +12(1-aa,..a )l-a, )=21-q)l-a,)..(1-a,)l-a,,)

4. Vom avea :
— — — ,—2 ,—2
lz,2, + 72,1 = lziz,(0+z°2, )| = [1+272, |5sicelelalte, astfel :

|1+Z12Z22|+|1+Z22Z32|+|1+Z32Z12|:|Z1Z2+Z1Z2|+|Z1Z3+Z1Z3|+|Z2Z3+Z2Z3 |:
,—2 ,—2 =2 ,—2
=1+z7z, |+11+z,72z; I+11+2z°2, 2,72, |=
272 272 22 272 272 272 272 22
=lz,"z, +2,72, 2,723 |+11+272, 2,72y |+11+2,°z; 2I1-2,72; [+11+2,72; 22

272 272 272 272 272 272
S-amai folosit: 11+2,"2, Hl(2,72z; )A+2z,72, )Hz,72, +2,°2, 2,725 i

=2 . —2 ,—2 ,—2 ,—2 ,—2 ) ,—2 ,—2 3 ,—2
12,72 4272, 5,72 IHl1l+z72, 47z R+ 225770 -2, 22573 2 Hl-z7z |

Se mai foloseste faptul ca, daca lal= 1, atunci | 1-al+11+al =2 2 ynde A € C )

4. A=2,2,, b= {p &3, C =237 siinegalitatea devine :
a,b,ce C laldblHcl=1 g abc =1 cu

Ia+l|+|b+l|+|c+l|22
a b C

la®> +11+1b> +11+1a*b* +11>2.
par |1+ a* 1+ 11+a*b> 2 a*b” +1-a* —11=a’* I1b* =11=1-5b* |,

, sau



