PROBLEME SI SOLUTII
Solutiile problemelor propuse in nr. 2/2016

Clasele primare

P355. Gasiti trei numere consecutive in sirul numerelor de la 1 la 30 care sd aibd
suma 30.
(Clasa pregétitoare) Mariana Manoli, elevi, lasi
Solutie. 9410+ 11 = 30.

P356. Coloreaza figura geometricd care nu se afla la stanga patratului si nu este
dreptunghi: O O A ]
(Clasa pregétitoare) Mihaela Munteanu, eleva, Iasi
Solutie. Triunghiul indeplineste conditiile problemei.
P357. Fie sirul 1;2;3;2;3;5;3;0;0. Completati casetele libere respectand regula
de formare gi gasiti cifra care apare de cele mai multe ori in girul obtinut.
(Clasa I Emanuela Piduraru, eleva, Iasi
Solutie. 1+2= 3,243 =5 si urmeaza 344 = 7. Sirul se completeaza cu cifrele
4 5i 7. Cifra 3 apare cel mai des in sir.

P358. Care dintre numerele 23,12,3,45,76 este cel mai indepartat de 347
(Clasa I Madalina Ciobanu, eleva, Iasi

Solutie. 34 —3 =31,34—-12=22,34—-23 = 11,45 —-34 =11, 76 — 34 = 32.
Numaérul cel mai indepartat de 34 este 76.

P359. Aflati toate numerele de doua cifre care au suma cifrelor mai micd decat
suma cifrelor vecinului mai mic. (Exemplu: numdrul 50 indeplineste conditia deoarece
are suma cifrelor mai mica decdt suma cifrelor numdrului 49.)

(Clasa I Mihaela Buleandra, eleva, Iasi
Solutie. Numerele 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90 indeplinesc conditia ceruta.

P360. Scrie in casete numai numere formate cu cifra 3 astfel incdt sa fie corect
caleulul| |+ ]+ ]=1399.
(Clasa a ll-a) Ana Stoica, elevi, lasi
Solutie. Un exemplu este: 33 + 33 + 333 = 399.

P361. Un taran avea 60 de pasari, gaini si rate. Dupad ce vinde 18 gdini si cateva
rate, observd ca numdarul gainilor s-a injumdatatit, iar cel al ratelor s-a redus la un
sfert. Cdte rate i-au ramas?

(Clasa a ll-a) Ana Jonescu, eleva, Iasi

Solutie. Taranul avea 18 4+ 18 = 36 gaini si 60 — 36 = 24 rate. Taranului i-au
ramas 24 : 4 = 6 rate.

P362. Suma a trei numere impare consecutive este 39. Care sunt aceste numere?
(Clasa a ll-a) Teodor Patrascu, elev, Tasi

Solutie. Diferenta dintre doud numere impare consecutive este 2; 39 — (2 +4) =
39 — 6 = 33. Deoarece 33 =11+ 11 + 11, inseamna ca numerele sunt 11,13 si 15.
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P363. Aflati valoarea numdarului a pentru care
10x 10 —10x [10 x 10— 10 x (10— 10: a)] = 0.

(Clasa a Ill-a) Nicolae Ivaschescu, Canada

Solutie. Deducem ca 10 x 10 — 10 x (10 — 10 : a) = 10, de unde 10 x (10 — 10 :
a) = 90, ceea ce inseamna ca 10 —10:a =9 gi @ = 10.

P364. Putem imparti numerele 11,12,13,14,15,16,17, 18,19 in tre: grupe de cate
trei numere astfel incat in fiecare grupd suma numerelor sa fie para? Justificati!
(Clasa a lll-a) Adina Relinschi, elevi, Iasi

Solutie. In girul numerelor date cinci numere sunt impare, deci suma tutror
numerelor date este un numar impar. Dacd am putea forma cele trei grupe, am
ajunge la concluzia ca suma tuturor numerelor este un numaér par, fals. impért;irea
in conditiile cerute nu se poate face.

P365. Suma a doud numere este un numar de doud cifre ce are suma cifrelor 12.
Aflati cele doud numere stiind ca triplul unuia este dublul celuilalt.
(Clasa a ll-a) Maria Cracani, elevi, lasi
Solutie. Daca numerele sunt z i y, * < y, 3z = 2y, deducem ca 2(z + y) =
2z 4+ 2y = 22+ 3z = 5x. Obtinem cd numarul z + y se imparte exact la 5. Din relatia
z+y =ab, a+b=12si ab se imparte exact la 5, deducem a = 7,b = 5. Rezulta
z =30, y = 45.
P366. Ardatati ca, oricum am alege sase numere dintre numerele 10,12,14,16, 18,
20, 22,24, 26,28, exista doud astfel incat ultima cifra a sumei lor este zero.
(Clasa a IlI-a) Ecaterina Brinzac, eleva, Iasi
Solutie. Formam perechile: (10,20), (12,18), (14,16), (22,28), (24, 26). Oricum
am alege sase numere, doua sunt din aceeasi pereche, deci au suma un numar cu
ultima cifra zero.

P367. Fie a si b doud numere naturale nenule astfel incat 2 x b —3 x a = 17.
Aratati ca b > 10.
(Clasa a IV-a) Ionut-Florin Voinea, elev, Bucuresti
Solutie. Presupunem ca b < 10. Cum a > 1, atunci 2b — 3a < 17, fals. Deci
b > 10.

P368. Ardtati ca numdrul 1 x 3 x5 x ... x5l —1x3 x5 x...x49 se imparte
exact la numarul 47 x 49 x 50.
(Clasa a IV-a) Cristina Chelaru, elevi, Iasi
Solutie. 1 x3x5x...x51—-1x3x5x...x49=1x3x5x...x49x(51—1)=
1x3x5x...x47 x49 x 50, de unde concluzia.

P369. Figura alaturata s-a format prin alipirea drept- F E D
unghiurilor ABEF si BCDE. In cdte moduri putem sa
alegem trei laturi din cele sapte existente astfel incat ori-
care doud dintre ele sa nu aibd capete comune?

(Clasa a IV-a) Daniela Mititelu, eleva, Iasi A B C

Solutie. Latura AF poate intra in grupele (AF, BE,CD) si (AF, BC,DE), iar
latura AB poate intra numai in grupa (AB,EF,CD). Alte grupe nu mai sunt.
Alegerea se poate face in 3 moduri.

54



P370. Se considerd sirul de fractii 1'27'3217°1331 ... Ce fractie tre-
buie scrisa pe locul 577
(Clasa a IV-a) Petru Asaftei, Iasi
Solutie. Numaratorii fractiilor pot fi organizati astfel: 1;1,2;1,2,3;1,2,3,4;...
Cum 1+ 243+ ...+ 10 = 55, rezulta ca numaratorul fractiei de pe locul 57 se afla

pe locul doi in secventa 1,2,3,...,11. Pe locul 57 este fractia 10

Clasa a V-a

V.207 Determinati mulfimile A si B stiind ca sunt indeplinite simultan conditiile:
(i) AUB ={1,2,3,4,5,6,8}; (i) ANB = {1, 2}; (i) 8 ¢ A\B; (iv) suma elementelor
lui A este egala cu suma elementelor lui B.
Valeriu Iovan, Craiova
Solutie. Se aratd ca A ={1,2,3,4,6} si B={1,2,5,8}.

V.208 Numerele naturale a,b gi ¢ sunt astfel incat 2ab = ¢, be = 8a §i ca = 2b.
Calculati suma S =a+ b+ c.
Ionut-Florin Voinea, elev, Bucuresti
Solutie. Daca unul dintre numere este 0, atunci si celelalte vor fi 0, prin urmare
S = 0. Daca toate sunt nenule, inmultind membru cu membru egalitatile din enunt,
obtinem ca 2a2b%c? = 16abc, de unde abc = 8. Deducem c& a = 1,b = 2, ¢ = 4, deci
S = 7. In concluzie, S € {0,7}.

V.209 Determinati cel mai mic si cel mai mare dintre numerele naturale de 25
cifre care au suma cifrelor 25 gi sunt divizibile cu 25.
Constantin Dragomir, Pitesti
Solutie. Cel mai mic numar cautat este 100...003975, iar cel mai mare este
——

20de0
99700...00.
—

22de0
V.210 Dacd numdrul A = (a — b)(99a + 1000) + (a + b)(111a + 112b), a,b € N,
este diwvizibil cu 3, aratati ca cel putin unul dintre numerele a gi b este divizibil cu 3.
Teodor-Ioan Baltoi, elev, Roman
Solutie. Cum 99 = M3, 100 = M3 + 1, 111 = M3, 112 = M3 + 1, rezulta ca
A= (a—b)(M3z+0b)+ (a+b(M3z+b)=Ms+ (a—"0b)-b+ (a+b) b= M3+ 2ab.
Deducem ca 2ab = Ms, de unde cerinta problemei.

V.211 Pe un teren dreptunghiular cu aria de 900 m? se construieste o piscind
dreptunghivlard cu aria de 400 m?. Atat dimensiunile terenului cat si cele ale piscinei
se exprimd, in metri, prin numere naturale divizibile cu 5. De jur imprejurul terenulus
si de jur imprejurul piscinei se afla cdte un gard. In conditiile problemei, care este
lungimea totald minimd a acestor garduri?

Vlad-Mihai Ciuperceanu, elev, Craiova

Solutie. Fie L = 5a, | = 5b, a,b € N*, dimensiunile terenului; atunci a - b = 36 si
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20 10

a + b = minim. Calculand suma a + b pentru
perechile (a,b) € {(1,36);(2,18);(3,12); (4,9);(6,6);(9,4); 20
(12,3);(18,2);(36,1)}, obtinem valoare minima cand a = b = 6,
deci terenul are perimetru minim cand are forma unui patrat cu
latura de 30 m. Analog, piscina va avea forma unui patrat cu
latura de 20 m.

Lungimea totald minima a gardurilor se obtine cand acestea au o portiune (cat
mai mare) comuna, adicd in situatia din figura si este egald cu 4 x 30+2 x 20 = 160m.

10

V.212 In varfurile unui cub sunt scrise cinci numere egale cu 0 gi trei numere egale
cu 1. Un pas inseamnd mdrirea cu 1 a numerelor din varfurile unei muchii oarecare.
Este posibil ca, dupd un numar de pasi, cele opt numere din varfurile cubului sd devina
egale?

Ioan-Viorel Codreanu, Satulung (Maramures)

Solutie. Suma celor opt numere din varfurile cubului se mareste la fiecare pas
cu 2, deci nu igi schimba paritatea. Initial, aceasta suma este egald cu 3, deci este
impara si atunci va fi mereu impara. Daca cele opt numere ar deveni egale, suma lor
ar fi para. Rezulta ca raspunsul la intrebarea din problema este negativ.

V.213 Se considerd produsul P = ab - cd - e. fnlocuiti cele cinci litere cu cifrele
1,2,3,4,5, folosind fiecare cifra cate o singurd data, astfel incat produsul P sa fie
maxim. (Enunt corectat.)

Gabriel Popa, Iasi

Solutie. Avem: P = (10a + b)(10¢ + d)e = 100ace 4+ 10e(ad + be) + bde. Pentru a
maximiza P, impunem inti ca ace s fie maxim, deci {a,c,e} = {3,4,5} si {b,d} =
{1, 2}, apoi ca e(ad + be) sa fie maxim. Aceastd conditie revine la e(2a + ¢) =maxim
sau e(a + 2¢) = maxim si, verificind pentru cele 6 permutéri posibile ale literelor
a,c,e, obtinem ca e = 5,a = 4,¢ = 3, respective = 5,a = 3,c = 4. In concluzie,
Ppax = 41-32-5 = 6560 pentru (a,b,c,d,e) € {(4,1,3,2,5);(3,2,4,1,5)}.

Clasa a VI-a

VI1.207. Pentru a promova un examen, trebuie sustinute si promovate patru probe.
Dintre elevii unei scoli care participd la acest examen, 70% au trecut proba A, 80%
au trecut proba B, 75% au trecut proba C si 85% au trecut proba D. Ardtati cd cel
putin 10% dintre elevii scolii au promovat examenul.

Neculai Stanciu, Buzau

Solutie. Observam cia 30% nu au trecut proba A, 20% nu au trecut proba B,
25% nu au trecut proba C' gi 15% nu au trecut proba D. In total, cel mult (304+20+
25 4 15)% = 90% nu au trecut una dintre probe, prin urmare cel putin 10% dintre
elevii geolii le-au trecut pe toate, deci au promovat examenul.

VI.208. Notam cu P produsul numerelor naturale de forma

Determinati numarul divizorilor naturali ai numdarului P.
Ionel Tudor, Calugareni si Viorica Dogaru, Giurgiu
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n3
Solutie. Daca
n

_33 € N, atunci n+3|n®—3, prin urmare n+3|n?(n+3)—(n3-3),

adicd n + 3[3n? + 3. Apoi, n + 3|3n(n + 3) — (3n? + 3), deci n + 3|9n — 3. Rezulta
cd n+ 3|9(n + 3) — (9n — 3), prin urmare n + 3|30. Obtinem ca n € {2,3,7,12,27},
3 _

agadar numerele de forma

3 sunt 1,4, 34,115 gi 656. Descompus in factori primi,

produsul acestor numere este P = 27-5-17-23-41, iar numarul divizorilor lui P este
8-2.-2-2-2=128.
VI1.209. Demonstrati ca orice numdar natural n admite o scriere unica n = ag +
a1-3+ay-32+ ... +ag-3*, unde k €N siag,ai,...,a, € {—1,0,1}.
Scrieti numarul 2016 sub aceasta forma.
Gheorghe Iurea, Iasi
Solutie. Pentru unicitatea scrierii, presupunem ca n = ag + a1 - 3 + as - 3% +

c.=Dbo4b1-3+by-3%+ .. atunci ag — bo:3 i, cum ag — by € {—2,-1,0,1,2},
rezulta ca ag = bg. Scadem a¢ din ambii membri, Impartim prin 3 si obtinem ca

a1 +as-3+...=b;y+b-3+ ..., de unde ay —b153, deci a; = b;. Din aproape in
aproape, a; = b; pentru orice i € N.

Pentru a dovedi existenta unei astfel de scrieri, descompunem numarul n in baza
3:n=7T,%,-1... 2170, unde x; € {0,1,2},decin = z,-3P+x,_1-3P"1+.. .+x1-3+x0.
fncepémd de la sfarsit, fie z; prima cifra egala cu 2; atunci n =z, - 37 4+ ... + 2411 -
3T+ (3-1)- 3"+ w13 a3+ a0 = 3P+ (mpr + 1)3TH - 30+
i1 -3 4+ ...+ x1 -3+ 20. Continudm procedeul, pan elimindm toate numerele
x; egale cu 2.

Avem: 2016 = 2202200(3) =2-3°+2-3%+2.3% +2.3% =37 - 306 430 — 35 ¢
3433433 -32=37-3% 43 - 32

VI.210. Dacan € N*, notam (2n)!! = 2-4-6-...-(2n). Determinatik,z € N,k # 0,
pentru care (2k)!! = 2% + 2.

Denisa Draghia, eleva, Craiova

Solutie. Pentru & = 1, obtinem z? +2 = 2, deci z = 0. Cand k > 1, avem
ci (2k)!! este multiplu de 4, prin urmare x> = My + 2, contradictie. Ramane unica
solutie k =1,z =0.

VI1.211. Fie z,y € N*, x > vy, astfel incat x — 2016y? = y — 201522, Ardtati ca
T — y este patrat perfect.

Tulian Oleniuc, elev, Iasi

Solutie. Observim ci 22 = 2016(2? — y2) + (z — y) = (z — y)[2016(x + y) + 1] si
y? = 2015(2% — y?) + (z — y) = (z — y)[2015(z + y) + 1]. Se aratd usor ci numerele
2016(z +y) + 1 si 2015(x + y) + 1 sunt relativ prime, prin urmare x —y = (22,4?) =
(x,9)?, deci  — y este patrat perfect.

VI.212. Pe/lgum AB a/tr\iunghiului ascutitunghic ABC' se fizeazda un punct F
astfel incat m(ACF) +2m(BCF) < 90°. Determinati pozitiile punctelor M € (BC)
st N € (AC) pentru care suma FM 4+ MN ste minimd.

Mariana-Liliana Popescu, Suceava

Solutie. Pentru un punct fixat N € (AC), punctul M € (BC) care minimizeaza
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suma FM + MN este {M} = F'NNBC, unde F’ este si-
metricul lui F fatd de BC. Intr-adevir, pentru M’ € BC,
avem: FM'+M'N = F'M'+M'N > F'N = F'M+MN. N
Apoi, suma FM + MN = F'N va fi minimi cand £

F'N 1L AC, deci cdnd N = PracF’. Din ipoteza proble-
mei, unghiul F'C'A este ascutit, prin urmare N € (AC).

B Y C
VI1.213. Pe foaie este desenat un triunghi si doud W
dintre mediatoarele sale. Folosind doar o rigla negradata, ,
construiti cea de-a treia mediatoare. F \
Nicolae Ivaschescu, Craiova

Solutie. Fie d; si dy mediatoarele desenate ale laturilor BC i AC ale triunghiului
ABC, care trec prin mijloacele M respectiv N ale acestor laturi gi se intersecteaza
in O. Fie {G} = AM N BN centrul de greutate al triunghiului si {P} = CG N AB;
atunci P va fi mijlocul lui AB, iar cea de-a treia mediatoare este dreapta OP. Toate
constructiile descrise se pot efectua folosind doar rigla negradata.

Clasa a VII-a

VII.207. Determinati numerele reale = si y pentru care x° +y> = z* + y* = 1.
Viorica Momita, Iasi
Solutie. Daca z < 0,y < 0, atunci 23 + ¢ < 0, fals. Daca = < 0 si y > 0, atunci
y3=1—23>1, deciy > 1; deducem ca z* +y* > 0+ 1 = 1, fals. Ramane ci = > 0,
y>0si,cuma*+y* =1 rezulti ca 0 < r < 1si0<y <1 In aceste conditii,
=2 +y%>2*+y* =1, de unde (z,y) € {(0,1);(1,0)}.

VII.208. Demonstrati cd numdrul N = 2016™"T1 — 2015n — 2016, n € N*, are cel
putin 27 de divizori naturali.
Alessandro Ventullo, Milano, Italia
Solutie. Folosind faptul c& (a + 1)® = M,2 + na + 1, obtinem ci 2016"*! =
Mogi52 + (n+1)-2015+ 1 i atunci N se divide cu 20152, Cum 20152 = 52132 - 312
are 27 de divizori, urmeaza concluzia problemei.

VII.209. Ardtati cd, pentru orice numdar real a, are loc identitatea (10a? —8a)? +
(11a% — 20a + 8)% + (12a® — 20a + 8)% = (13a® — 20a + 8)? + (14a? — 20a + 8)2.
Marian Tetiva, Barlad
Solutie. Avem: (13a? —20a+8)%— (11a® —20a+8)?+ (14a® — 20a+8)? — (12a% —
20a + 8)? = 2a?(24a® — 40a + 16) + 2a*(26a> — 40a + 16) = 2a?(50a> — 80a + 32) =
4a?(5a — 4)? = (10a® — 8a)*.

VII1.210. Se considerd triunghiul isosel ABC cu m(B) = m(C) = 40°. Notam
cu E piciorul bisectoarei din B si fie P € (BC) astfel incit PE = PC. Ardatali ca

AB?
PaBe = 15

Mirela Marin, Iasi
Solutie. Din asemanarea evidentda APEC~AACDB, obtinem cd AB - CE=PE -
BC.
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Folosind teorema bisectoarei, deducem ca AFE -

BC = AB - CEFE; atunci PE - BC = AFE -

BC, agadar AE = PE. Se observa usor ca E
(BPE) (BEP) = 80°, prin urmare BE =

BP. Astfel, BC = BP + PO BE + AE;

inlocuind in teorema bisectoarei, obtinem: P C
E_BE+AE:>EC+EA BE+AE+AB:>£_PABE:>P _
EA ~  AB EA AB AE ~ AB ABE =
AB?

AE

VIIL.211. Fie M si N migloacele laturilor neparalele AD respectiv BC' ale trapezu-
lui ABCD. Dacd {S} = ANNCM, {T} = BM N DN, demonstrati ca ST|AB si
calculatt lungimea segmentului ST in functie de bazele trapezulus.

Mihail Frasila si Constantin Petrea, Pagcani

Solutie. Notam a = AB,b=CD (a >b), {Q} = ANNBM, {O} = MCNND,

2,
{E} = ADNBC si = NB = NC. Din aseminiri imediate, obtinem ci BC' = ——

a—>b’
b)xr NB -b DE E 2b
NE = %7 NE Z+ by DM C—g = oz b.D;eor;rr]; luiNl\;enelaus aplicata
in AEMB S laT—-N-—-D S0 — . .~ —1
in cu transversala arata ca o TB  NE , de unde

TB 2b
— = . Tot din teorema lui Menelaus, in ABNT cu transversala C — O — M,
™ a+b
deducem ca O—N H B—C = 1, prin urmare O—N = ai—b Analog se aratd ca
NT MB ¢cN P OT ~— 2(a+b) &
OM a—>b ON MN a—>b a+b
— = i, de aici, MN||ST. A —_— = d =
0oS 2(a+0b) 3 deaict, 1S cu, or ST’ asadat 2(a+0b) 28T’
2
adica 5T = L2H0
a—b

VII.212. Punctul P este situat pe arcul mic BC al cercului circumscris triun-
ghiului echilateral ABC. Notam {M} = BC N AP. Stiind ca 19Papc = 27Pppc,
ardatati ca AM =0,9- BC.

Constantin Petrea, Pagcani

Solutie. Notam a = AB, b = AM din asemanarea AABM ~ AAPB obtinem ca

AM AB a?
= — A
A5 = AP’ prin urmare AP = . Din teorema lui

Van Schooten, avem ca PA = PB + PC, deci Pppc =

BC+PA=a+ ? Ipoteza problemei conduce la 57a =

2

a
2 —
Ta+ ),

VII.213. Se considerd triunghiul ABC' dreptunghic in

A. Bisectoarea CD a unghiului 6'\, D € AB, intersecteazd B c
perpendiculara in B pe BC in punctul E. Demonstrati ca b

2BD? = CE - DE.

de unde concluzia este imediata.

Catalin Cristea, Craiova
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Solutie. Fie BF 1 DE, F € DE; deoarece ABDE este isoscel
(m(BDE) = m(BED) = 90° — %m(é’\)), remlti ¢ DF = C
FE. Aplicim teorema catatei in ABCE : BE? = CE -
FE = BD?=CE- % si, de aici, cerinta problemei.

Clasa a VIII-a

B
VIIL.207. Fie x,y numere reale astfel incat zy = x+vy. D
Aratati ca x siy fie sunt simultan numere rationale, fie sunt F
simultan numere irationale. E

Claudiu-Stefan Popa, Iasi
Solutie. Relatia din enunt se poate scrie sub forma (z + 1)(y + 1) = 1. Este
evident ¢ x # —1 gl y # —1. Daca, prin absurd, z € Q si y € R\Q, atunci z+1 € Q*,
y+1eR\Q, deci (x + 1)(y + 1) € R\Q, contradictie.

VIIIL.208. Determinaii numerele reale x,y,z cu proprietatile: © —y + z = 2,
rz—yz = (zy — 1), 22 + % + 22 = 6.

Bogdan Chiriac, Bacau

Solutie. Ridicand la patrat prima relatie si tinand cont de celelalte doua, obtinem
cd 6 — 2zy + 2(xy — 1)? = 4, deci (2y)? — 3(zy) +2 = 0, de unde zy € {1,2}. Rezulta
ca sistemul dat este echivalent cu sistemele:

Hr-y=2-z2y=22(z—y)=1si

(i)zr—y=2—2z2y=1; 2(x —y) =0.

Sistemul (i) conduce la ecuatia 22 —2z+1 = 0, cu solutia z = 1, apoi lax —y = 1,
xy = 2, adicd (z,y,2) € {(2,1,1);(—1,-2,1)}. Sistemul (ii) conduce la ecuatia
z(2 = 2) = 0, cu solutiile z € {0,2} i, dupd inlocuire, obtinem (z,y,2) € {(1 +
V2, -1+ v/2,0); (1 —v2,—1—+/2,0); (1,1,2); (—1,—1,2)}. In total, sistemul din
enunt are sase solutii,

VIIL.209. Determinati perechile de numere intregi (x,y) # (0,0) pentru care
2t =ty +y? siyt+ 203 =y + o+ 22

Vasile Chiriac, Bacau

Solutie. Scazand ecuatiile membru cu membru, obtinem:

(x—[@® + 22y + 2> + %) + 2@ + 2y +9°) +F(x+y)] =0
s@-—yPety+ )+ @ty D)+ (@+y)(z+y+1)]=0
sa-—ye+ry+)@®+y +ax+y)=0.

Dacd = = y, ecuatiile din enunt devin 2% +22% — 22 =22 =0 & z(x — 1)(z +
1)(z+2) =0, deci z € {0,1, —1, —2}; géisim solutiile (1,1); (=1, —1) si (-2, —2). Daca
y = —x — 1, ecuatiile sunt echivalente cu z* + 22% — 22 — 2z = 0 (la fel ca mai sus);
gdsim solutiile (0, —1); (1,—2); (—1,0) si (=2,1). In sfarsit, dacd 2%+ y?> +x +y = 0,
cum z(z +1) >0, y(y+ 1) > 0, Va,y € Z, rezulta ca z,y € {—1,0} si nu vom gasi
solutii noi.
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Solutiile sistemului din enunt sunt (-2,-2); (-1,-1); (1,1); (0,—-1); (—1,0);
VIIL1.210. Dacd x,y,z € (0,1], demonstrati ca:
Ty yz Zx

+ + <
W+r+y yz+y+z zzr+z+x
Ovidiu Pop, Satu-Mare

Solutie. In fapt, fiecare dintre termenii sumei este cel mult egal cu 3 Intr-adevir,

xy B x < x oz
xy—l—x—i—y_x—i—l—i—% “r4+1+42 22+1

1
S §; Va:,y € (051]

VIIL.211. Dacd a,b,c € RY sunt astfel incdt a + b+ c = 6, ardtali cd
2016 +2b 2016 +2c¢ = 2016 + 2a

> 606.
a+8 b+38 c+8 =

Mihaela Berindeanu, Bucuresti

2016 + 2b 1 b+8
Solutie. Observa ay —— =2000-Y —— + 2 . Din ine-
olutie servam ca » P 22a+8+ Za—i—S in ine

1 1+1+1

galitatea lui Bergstrom, > > A+1+1)° —; din inegalitatea mediilor,

a+8 " a+b+c+24 10

b+ 8 b+ 8
3 . i S > 34/ ai—i—S = 3. Acum, cerinta problemei este imediata.

VIIL.212. Doud plane perpendiculare intersecteazd o sferd de razd R dupd doud
cercuri de raze a respectivb. Dacd distanta de la centrul sferei la dreapta de intersectie
a planelor este ¢, ardtati cd a + b+ ¢ < RV6.

Maria Rusu, Targu Frumos
Solutie. Fie O,01,05 centrul sferei si centrele celor doua cercuri de sectiune,
x = 00 si y = O0,; atunci z + 3% = 2, 22 + a? = R? si y? + b?> = R%. Obtinem ca
2o 2 (@a+b+c)? 1
2402+ 2 =2R?d deR=y/L 2 &> WOTOTY _ - b
a®+b*+c , de unde 2+2—|— > 122 \/g(a—i— +¢),

conform inegalitatii lui Bergstrom.

VIII.213. Se considera tetraedrul VABC cu VA L VB L VC L VA. Notam cu
S1, 59,83 ariile triunghiurilor VAC,V AB si VBC gi cu h distanta de la V' la planul
(ABC). Ardtati cd

i> S1 . S n Ss
h? — S3+S52  S24+5%  SP+.S53

Catalin Calistru, Iasi
Solutie. Daci S este aria triunghiului ABC, atunci S? = S? + 57 + S7. Notdm
cu V volumul tetraedrului; cum 3V = S; - VB = S, - VC, obtinem ca 9V? = 25; - S, -
VB-VC 1 52 52 4524+ 52 S So S3
= 926515,S5. Atunci — = — = =L 2 3 — .
> 12203 AU pg = 8 = T 08,5555 2558, | 29155 | 2515,

Inegalitatea dorita rezulta dac# tinem seama de faptul ca 2ab < a? + b2, Va, b € R.
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Egalitatea se atinge cand Sy = S = S3, deci caind VA =V B = V(.

Clasa a IX-a
IX.171. Fie (zn)n>0 un sir cu xo =0, 1 = 1 §1 22, + 3Tpy2 < 5Ty, YR € N
2 n
Aratafi cd x, < 3- {1 — <§) }, Vn € N.

Camelia Dana si Ileana Didu, Craiova

Solutie. In relatia 2z _o —b5xk—1+ 37, < 0 dam lui k valorile 2,3, ..., n gi sumam
inegalitatile obtinute; rezulta ca 3x, — 2x,-1 — 3x1 + 2x9 < 0, deci 3z, < 2x,—1 + 3.
Inegalitatea dorita se demonstreaza acum ugor prin inductie matematica, observand

; ; . 2 - { (2)71}
< — < —. [ = — I .
Ca$n73$n71+173 3{1 (3) }—i—l 311 3

IX.172. Rezolvati in numere naturale ecuatia

a® 4+ b% 4 ¢* = ab + be + ca + (abe — 1)2.

Cosmin Manea si Dragos Petrica, Pitesti
Solutie. Ecuatia este simetrica, deci putem presupune a > b > c. Scriem ecuatia
sub forma

abc a, 5
T(abc—él)—i—?(b cc—=2)+bla—b)+clb—c)+ac+1=0.

Daca bc > 2, evident ca a > 2 si atunci fiecare termen al sumei din stanga este
nenegativ, ultimul fiind chiar strict pozitiv; ecuatia nu are solutii in acest caz. Raméane
ca be =1, deci b =c =1 gi, in acest caz, ecuatia este verificata pentru orice a € N*.

Solutiile ecuatiei sunt tripletele (a,1,1);(1,a,1);(1,1,a),a € N*.

IX.173. a) Fie a,b € R pentru care cos(a + b) # +sin(a — b); ardtati ca

3cos?(a + b) — sin?(a — b)
cos?(a + b) — sin®(a — b)

tg2a + tg(a + b) +tg2b = tg(a +b) -

b) Demonstrati cd tg20° — ctg 50° + tg 80° = 3v/3.
Marian Tetiva, Barlad
Solutie. a) Se verifici usor egalitatea cos2acos2b = (cos?a — sin® a)(cos?b —
sin? b) = cos?(a + b) — sin*(a — b). Rezulta ci
sin2(a + b) 2sin(a + b) cos(a + b)
geaTis cos2acos2b  cos?(a + b) — sin?(a — b)
2 cos?(a + b)

=tgla+0)- =

& ) cos?(a + b) — sin?(a — b)
3cos?(a + b) — sin®(a — b)
cos?(a + b) — sin?(a — b)

=tgla+b)- -1],

ceea ce trebuia demonstrat.
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b) Ludm a = 10°, b = 70° in identitatea de la a); in membrul sting vom avea
tg 20° 4 tg 80° + tg 140° = tg 20° — ctg 50° 4 tg 80°, iar in cel drept

3cos?80° —3/4  sin80°(4cos?80° — 1) sin240° V3
cos280° —3/4 ~ cos80°(4cos280° —3) ° cos240°

tg 80°

IX.174. Fie ABCD un patrulater conver in care m(@) = 20°, m(D/CTﬁl) =
45°, m(B//E') = 30° i m(B/CTﬁl) = 60°. Demonstrati cd diagonalele AC si BD nu
sunt perpendiculare.

Neculai Roman, Mircesti (Iasi)

Solutie. Notam cu Ry si Ry razele cercurilor circumscrise triunghiurilor ADC
si ABC’; din teorema sinusurilor, obtinem cd AC = 2Ry = 2R;sin115°, deci Ry =
Ry -sin 115°. Daca, prin absurd, AC L BD, atunci CO = DC - cos45° = BC - cos 60°
(unde {O} = AC N BD), relatie care devine succesiv: 2 - DC = BC & /2 -
2R, 5in20° = 2Ry sin30° < 2v/2R; sin20° = R;sin65° < 2v/25in20° = sin(45° +

1
20°) < 4sin20° = cos 20° + sin 20° < tg20° = 3" Ultima relatie nu este adevarata
(tg20° = 0,36397... € R\Q), deci diagonalele AC' gi BD nu sunt perpendiculare.

IX.175. Fie dat un triunghi ABC si fie O centrul cercului circumscris lui. Sa se
calculeze aria coroanei determinatd de cercurile cu centrele in O si tangente la cercul
inscris triunghiulus dat.

Temistocle Birsan, Iasi

Solutie.  Vom utiliza notatiile uzuale C(O,R) si C(I,r) pentru cercurile
circumscris gi inscris triunghiului ABC'. Distingem trei 4
cazuri: I. O € Int(C(I,r)), II. O € C(I,r) ¢i III. O €
Ext(C(I,r)), care, datoritd relatiei lui Euler OI? =
R? — 2Rr, se reformuleaza astfel: I. R < (v/2+ 1)r, I A
R=(2+1)rsilll R=(v2+1)r (intr-adevar, O €
C(Ir) <Ol =r< R?—2Rr=1r>< R=(V2+1)r).
Notam cu K aria coroanei. Avem:

L K=x0I+r)?—n(r—0I? = 4rr-0I =
47rv/R%2 — 2Rr;

. K =m(2r)? — 7 0% = 4mr?;

. K = 7(0I +7)2 —7(0OI —7)? = B
47r - OI = 47r/R?2 — 2Rr. Cum in cazul 1T avem R = (v/2 + 1)r si constatam ugor
ca vVR? — 2Ry = r, urmeaza ca in toate cazurile aria coroanei este data de
R=(V2+1)r
formula

K =4nr\/ R?2 — 2Rr.

Nota. Pentru aria coroanei K’ determinatd de cercurile cu centrul in I si tan-
gentele la C(O, R) obtinem formula K’ = 4rRvR? — 2Ry (intr-adevir, K/ = n(R +
OI)? — (R — OI)? = 47R - OI etc.).
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Clasa a X-a

10 5
X.171. Demonstrati ca numarul A = <arccos —) : <arccos —) este natural.
7 20/7

Ionel Tudor, Calugareni

Solutie. Notdm a = arccos 2%/? si b = arccos 7—\;)7; atunci a,b € (0,7), cosa =
5 . 10 5 1 T oo T

2—\/7 si cosb = 7—\/7 Cum 2—\/? > 3= cos 3 rezulta ca a < 3 In plus, cos3a =
4cos®a — 3cosa = 71—\?7 = cosb, cu 3a,b € (0,7). Deducem ca 3a = b, asadar
A=b:a=3€N.

X.172. Fie a,z,y,z € (0,1) sau a,z,y,z € (1,00) astfel incdt log, = + log, y +
log, z +log, a+log, a + log, a = 10. Ardtati ci min{a,a’} < xyz < max{a,a’}.
Dan Popescu, Suceava
Solutie. Daca a = log, z + log, y + log, z si 8 = log, a + log, a + log, a, atunci
af > 9 (inegalitatea mediilor MH < MA), de unde (10 — «) > 9, prin urmare
a € [1,9]. Rezultd cd 1 <log, zyz < 9, adicd tocmai cerinta problemei.

X.173. Punctul M este situat pe ipotenuza BC' a triunghiului dreptunghic isoscel
ABC. Pe perpendiculara in M pe AM se considerd punctul P astfel incit AM = M P
st P se afla in semiplanul determinat de dreapta AM si punctul C. Punctul Q este
simetricul lui C' fata de M, iar perpendiculara in Q@ pe BC intersecteazd AB in R.
Demonstrati ca dreapta RP trece printr-un punct fix, indiferent care ar fi pozitia lui
M pe segmentul BC.

Claudiu-Stefan Popa, Iasi

Solutie. Raportam planul la un reper cartezian avand dreapta BC' ca axa O,
mediatoarea lui BC drept axa Oy si unitatea celor A Y
doua axe egald cu OA. Avem ca A(0,1), B(—1,0),
C(1,0) si M(a,0), unde a € (—1,1). Deducem ugor
ca P(1+a,a),Q(2a—1,0) si R(2a—1,2a). Ecuatia

dreptei PR este y(a—2) = ax—3a si aceastd dreaptd Q B o c
trece prin punctul fix S(3,0), care este simetricul lui M >,,, t
B fata de C. < P

X.174. Numerele complexe nenule a,b,c sunt
astfel incdt |a] <1, |b| <1, || <1 sila+b+c| <1. Ardtafi cd |z —a|+ |z —b| +
lz—cl+|z+a+b+c|>la+b?+[b+c|® +|a+c? VzeC.
Tidor Pricope, elev, Botosani
Solutie. Notdm d = —a —b—¢; atunci a+b+c+d = 03si |d| < 1. Suma din
membrul stang al inegalitatii din enunt devine |z—a|+|z2—b|+|z—c|+|z—d| = > [z—al.
Avem:

dolz—al =) lal-lz—al=) [a]-]z—al =) |za—l|af’| >

> |2(@+b+c+d) —a* - [b]? — e - |d|*| =
= Z|a|2 =la+b®+|b+c* + |c+d
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ultima egalitate rezultand din identitatea lui Hlawka.
X.175. Fie o, € R astfel incit |a + S| > 2. Daca z1,22 € C, |z1] = |22,
demonstrati cd |z1 + 22| < |az; + Bza].
Ovidiu Pop, Satu-Mare
Solutia 1. Daca z; = 0, atunci zo = 0 si concluzia este adevarata. Daca z; # 0,

z z
1+2 at+p-2
z1 z1

. Fie =2 =z+yi,z,y €R
21

atunci zo # 0 i avem de dovedit ca <

siz?+y? = ‘2—2‘ = 1; inegalitatea devine 14 2z + 22 +y? < o? +2a8z + B2x2 + B2y2,
21
sau a? + 2 +2aBx —2x —2 > 0, unde x € [—1,1] si |+ 8] > 2. Pentru a demonstra
aceastd ultima inegalitate, consideram functia f : [-1,1] = R, f(z) = 2(af8 — 1)z +
(@®>+p2—-2). Cum f(1) = (a+p)2 -4 >0si f(—1) = (. — B)? > 0, rezulta ca
f(z) >0, Vo € [-1,1] si, cu aceasta, solutia este completd.
Solutia 2 (Dan Dumitrescu, elev, Rm. Vailcea). Punctele A(z1) si B(z2) se
21+ ZQ)
2

afld pe cercul cu centrul in origine si de raza egala cu |z1]| = |22|. Fie D (

mijlocul coardei AB. Avem OD 1 AB.

Evident, este suficient sa demonstram inegalitatea pentru a + § > 2. Sa o scriem
At _lan + Bz
2

o . + .. .
Daca a+ 8 = 2, atunci punctul M (leﬁzz) este pe dreapta AB si inegalitatea

in forma

revine la inegalitatea geometrica OD < OM, adevarata. Mai mult, avem egalitate
daca gi numai daca « = = 1.
Dacd a + 8 > 2, atunci punctul M se afla de partea dreptei AB ce nu contine
.. o < 1 . azy + bz azy+ (b —7)z
originea, dupa cum rezulta din egalitatea ! 5 bz = (B=7)z +122, cuy >

2 2
w € AB. Ca urmare, in acest caz |21 + 22| < |az1 + B2a|.

0, si faptul ca

Clasa a XI-a

XI.171. Fie a,b,c,d numere complexe astfel incit a(b+c¢) = db+c¢) =1 g
b2+ ad = c®+ad = 0. Demonstrati ca b(a+d) = c(a+d) =1 si a®> +bc = d*> +bc = 0.
Lucian Tutescu si Ionut Ivanescu, Craiova

Solutie. Conditiile din enunt revin la faptul ci <‘cL b) <c d) = <1 0).

d/ \a b 0 1

Atunci cele doua matrice din stanga sunt inverse una celeilalte, deci (Z Z) (ch Z) =

((1) (1)) si, de aici, rezulta cerintele problemei.

XI.172. Fie A, B € M3(C) doud matrice astfel incit A2B + BA? = AB% + B?A

st A — B este inversabila. Demonstrati ca A si B nu pot fi simultan inversabile.
Dumitru Craciun, Falticeni
Solutie. Relatia din enunt se scrie sub forma A(A — B)B = —B(A — B)A.
Cum matricele sunt de ordin impar, prin trecere la determinanti obtinem ca det A -
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det (A — B) -det B = —det B - det (A — B) - det A. Avem ¢ det (A — B) # 0, prin
urmare 2det A - det B = 0 si, de aici, rezulta concluzia problemei.

XI.173. Fie A, B € My(R) astfel incit A2+ B?*+1Iy = AB. Ardtati ci AB = BA.
Gheorghe Iurea, Iasi

Solutie. Deoarece A? = aA — I, B> = bB — yl,, de unde a = Tr A, = det A,
b= Tr B, y = det B, egalitatea din enunt, se rescrie sub forma (A — bI3)(B — als) =
(ab—x—y+1)l.

Dacd ab — x — y + 1 # 0, matricele A — bly si B — als sunt inversabile, iar
(B —aly)(A —bls) = (ab—x —y + 1)I5. Desfacand parantezele, obtinem cd BA =
A*+B?+1, = AB.

Dacd ab—xz—y+1 =0, atunci (A—bl)(B —alz) = O2, de unde det (A—bl5) =0
sau det(B — alz) = 0. Dacd det (A — Bly) # 0, rezultda cd B — aly = O,, deci
B = al, prin urmare AB = BA; la fel se procedeaza dacd det (B — alz) # 0. Daca
det (A — bly) = det (B — aly) = 0, obtinem c& = — ab + b®> = y — ab + a? = 0; atunci
conditia ab — z — y + 1 = 0 devine a? — ab + b® + 1 = 0, imposibil pentru a,b € R.

In concluzie, AB = BA. Remarcim ci problema are obiect: matricele A = B =

1 1 . .
(_2 _1) satisfac ipoteza.

XI1.174. Calculati derivata de ordin n a functiei f : R\{a} — R, f(z) = a ,
r—a

unde n € N* este dat.

Lucian Tutescu si Teodora Radulescu, Craiova
Solutie. Avem ca f(x) = roata ("t 2%a+. . 4x-a" a1+
T—a

1 \™
. Derivata de ordin n a parantezei este nuld, deci f()(z) = a” - ( ) =
T—a T —a
a”- (=1)"-n!
(3) _ a)n—i—l
XI.175. Fie f : R—R o functie continud, astfel incat lim @: lim f—:a
r—+o00 I T——00 I

si . lim [f(z)—ax] = zgrzlm[f(x) —ax] =b, cua,be R. Atunci, pentru orice d € R,

—400
f(x2) — f(z1)

= a. (O extindere a teoremei
T2 — X1

eristd x1, s € R astfel incat vo—x1 = d i

de medie a lui Lagrange.)
Temistocle Birsan, lasi
Solutie. Consideram functia g : R — R definita prin g(z) = C—li[f(a:—i—d) —f(z)]—a.
Evident, g este continua.
Daca existd zg € R astfel incat g(xzo) = 0, ludm z1 = 9, x2 = xo +d si constatam
flwa) = J(@) _
xg — 1y
Aratam ca un astfel de punct zg exista, rationand prin reducere la absurd. S&
presupunem, agadar, ¢ g(z) # 0, Vo € R. Din continuitatea functiei g rezultd ca
g(x) >0, Vo € Rsau g(z) <0, Vo € R. Si presupunem ca suntem in cazul g(z) > 0,

usor ca
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Vz € R; in al doilea caz se procedeaza la fel. Prin urmare, avem
flx+d)— f(z) > ad, Yz eR,

de unde f(z) < f(z +d) —ad si f(x +d) > f(x) + ad, Vo € R. Utilizdnd in mod
repetat aceste ultime inegalitati, obtinem:

f(=nd)+nad < ... < f(=d)+ad < f(0) < f(d)—ad < f(2d)—2ad < ... < f(nd)—nad,

de unde, trecand la limita pentru n — oo, obtinem b < f(0) < b, ceea ce este absurd.
Afirmatia din enunt este complet demonstrata.

“ oz d'il]’g z

Nota. In loc sa se impuna ca lungimea proiectiei coardei sa fie d, se poate cere
ca lungimea coardei s fie d (proiectia va avea lungimea d| cos a|).

Clasa a XII-a

In? In2

5
XII.171. Daca a € R*, aratati cd/ ——5dr < .
s ¢+a 2
Aurel Chirita, Slatina

Il2$ T

Solutie. Se arata usor ci Inz < \/z, Vx € (4, 00); atum;i x22—|— e < P In-
1 1. 25+a?
tegrand aceastd inegalitate pe intervalul [4, 5], obtinem c& /4 xzni_’_xanx < 3 In 16 I ZQ

25 + a?
16 + a? <

XI1.172. Fie f:[0,1] — R o functie de doud ori derivabild, cu deriata a doua
continuda. Demonstrati ca

si este evident ca

Jmn (7 + /) = nl7() =0 [ 2" fa)da)) = F1)+37(1)+ (1),

Marian Tetiva, Barlad

1
1
Solutie. Integrand de doud ori prin parti, obtinem cé/ 2" f(x)de = n——i—lf(l)_
0

1 !/ /1 1! . 19 . . v . ) v
e ()~ | @ f(@)de ). Situl limita d Jeul
(n+1)(n+2) (f( ) .~ f"(z)dz ). Sirul a cirui limitd dorim si o calculdm

capata forma

" nGnt2) W
mrmy’ YV ar e /0 Fi(z)de,
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Trecand la limita si folosind faptul cd, dacd h : [0,1] — R este o functie continui,
1
atunci lim n / 2" h(x)dx = h(1), obtinem concluzia dorita.
n—oo 0

" 22 4+ n?
|
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Solutie. Mai general, vom demonstra ca:
Daca f : [0,00) — R gi g : [0,1] — R sunt functii caontinue gi existd L =
$1LII;O f(z) e R, atunci

dzx.

n—oo N3

XII1.173. Calculati lim i/

. 1 n x 1
nlgréo - ./0 flx)g (;) dr=1- /0 g(z)dz.
S . 1" T
Considerdm functia b : [0,00) — R, h(z) = f(x)—L; atunci — / f(x)g (—) dx =
n Jo n
1 /M L [Mm
—/ h(zx)g (E) dr + —/ g (E) dz. Cu substitutia r_ t, al doilea termen este
nJ, n n Jo n n

1
egal cu L - / g(t)dt. Aratam acum ca primul termen tinde spre 0 cadnd n — oo.
0

Deoarece g este continué pe [0, 1], exista M > 0 astfel incat |g(z)| < M, Vx € [0,1].
Daci H este o primitiva a functiei |h|, avem:

()
Mt 2O g, B+ D)~ H(n)

n—oo n—oo  (n+1)—n

0 < lim

n—00

1 n
< M- lim —/ |h(z)|dx =
0

n—o00 N

n+1
=M- / |h(z)|dz = 0,

pentru ca lim h(z) = 0.

Tr—r00

1
(r) = 1+ 2% cum L = lim f(z) = 1 si

Particularizand f(z) = =1 I e

' 4 - )
g(x)dx = 3 obtinem c& limita cerutd in enunt este egala cu 3
0

XI1.174. Determinati polinoamele f = X3 +aX + b € C[X] care au cel putin
doud radacini intregi.
Gheorghe Iurea, Iasi
Solutie. Daca x1, z2, r3 sunt radacinile lui f §i 21,22 € Z, cum x1 + 22 + 23 = 0,
rezulta cd x3 € Z. Atunci a = 2129 + T123 + 2223 € Z §1 b = —x12973 € Z.
Renotam x7 = n € Z; din f(n) = 0 obtinem ci b = —n3 —an, iar f = X3 +aX —
n®—an = (X —n)(X?+nX +a+n?). Ecuatia 2% +nx+a+n? = 0 va avea radicinile

1
intregi, prin urmare A = —4a — 3n? = p?, cu p € Z. Deducem ci a = —Z(3n2 +p?),

unde conditia necesara gi suficienta pentru ca a sa fie numar intreg este ca n si p sa
—n+tp
€ Z.
2

aiba aceeasi paritate; atunci xo 3 =
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. 1 1
In concluzie, polinoamele cautate sunt cele de forma X3 — 1 (3n?+pH) X + 1 (np?—

n?), unde p,n € Z sunt numere cu aceeasi paritate.

XI1.175. Ardtati cd, oricare ar fi n € N*, exista k € N* astfel incat 125|2F 4 3.
Marian Cucoanes, Marasesti

“ 1
Solutie. In inelul Ziz5, avem: |U(Z125)| = ¢(125) = 125 (1 — 3) = 100. Vom

arita ci ordinul elementului 2 € U (Z125) este 100: divizorii naturali ai lui 100 sunt
1,2,4,5,10,20,25,,50,100 51 2 =2 £ 1,22 =4 £1, 24 =16 £ 1, 25 = 32 # 1,
210 =94 #* 1,220 = 76 #* 1,22 = 57 #* 1,25 = 124 #* 1, 2100 — 7. Rezultd ci 2 este
generator al grupului multiplicativ (U(Zi2s), -), deci U(Zya5) = {2,22,...,2100},

Fie n € N*; cum (3,5%) = 1, deducem ci (—3",5%) = 1, prin urmare —3" €
U(Z125) si atunci existd k € {1,2,...,100} astfel incat 2% = —3". De aici, urmeaza
concluzia problemei.

Solutiile problemelor pentru pregatirea
concursurilor propuse in nr. 2/2016

A. Nivel gimnazial

1 1 1
G306. Ardatati cda ecuatia (1 + —) (1 + —) (1 + —) =1+
x Y z
N x N x N.

1 N
5016 are solutii in
Gheorghe Iurea, Iasi

1 a+1 3a+3 3a+3 3a+2
Solutie. Nota = 2016; atunci 1 = = = ’ '
olutie. Notam a 016; atunci 1+ 2016 3a 3a+2 3a+1

1 1 1
3a3: = (1 + 0T 2) (1 + Ty 1) (1 + @) , deci putem considera x = 3a, y =

3a+1, z=3a+ 2.

G307. Determinati numerele naturale n pentru care a = 2™ 44" 48" + 107" este
patrat pefect.

Ioan Viorel Codreanu, Satulung (Maramures)

Solutie. Daca n = 0, atunci a = 22; dacd n = 1, atunci a = 112. Vom arita ci
n =0 gi n = 1 sunt singurele solutii.

Daca n > 3 este impar, atunci a = My + My + My + (My + 3) = My + 3, numar
care nu poate fi patrat perfect. Daca n > 2 este par, n = 2k, k € N*, aratam ca
(107%)2 < a < (107% + 1)2. Inegalitatea din stanga este evidenti, iar cea din dreapta
revine la 228 4+ 42k 1828 < 2.107% + 1. Avem: 2-107% + 1 > 84F = (64 + 16 + 4)* >
64% + 16F + 4% = 82 1 42k 4 22 Cum a este cuprins intre doud pitrate perfecte
consecutive, rezulta ca a nu este patrat perfect.

G308. Scrieti numdrul 30643°%* ca sumd de cuburi perfecte cu numdr minim de
termeni.

Ioan Viorel Codreanu, Satulung (Maramureg)

Solutie. Avem: 30643°%* = 30643°63 . 3064 = 30643%63(10% + 103 + 103 + 43) =

(30641021.10)3 4 (30641921.10)3 4 (30641921.10)3+ (30641921 .4)3. Dovedim c& nu exista
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