PROBLEME SI SOLUTII
Solutiile problemelor propuse in nr. 1/2009

Clasele primare

P.164. Scrie vecinii vecinului comun al numerelor 16 gi 18.
(Clasa I) Diana Tanasoaie, eleva, lasi
Solutie. Vecinii numarului 16 sunt numerele 15 si 17, iar ai numarului 18 sunt
numerele 17 i 19. Vecinul comun este 17. Vecinii numarului 17 sunt 16 si 18.

P.165. Dupad ce dau celor doi frati mai mari cate doud banane, mananc si eu trei
banane. In cos imi ramane un numdr de banane ce poate fi seris cu doud cifre diferite
$i care este cel mai mic numar de acest fel. Cate banane am avut in cog?

(Clasa I) Inst. Maria Racu, Iasi

Solutie. Numarul bananelor ramase in cosg este 10. Numarul initial de banane
din cog este 2+ 2+ 3+ 10 = 17.

P.166. Din cei 8 catelusi albi si negri, cel mult 3 sunt albi. Care este numarul
maxim de catelusi negri? Dar cel minim?
(Clasa a ll-a) Ioana Baridgan, elevi, lasi

Solutie. Deoarece avem catelusi albi i negri, cel putin un catelug este alb.
Numarul maxim de catelusi negri este 7. Cum cel mult 3 catelusi sunt albi, cel
putin 5 vor fi negri.

P.167. Intr-o camerd se joacd un pisoi cu dot pisici, un catelus care tine in gura
o papusa si un bdietel, calare pe un calut de lemn. Cate picioare participa la joc?
(Clasa a ll-a) Alexandru Dumitru Chiriac, elev, Iasi

Solutie. La joc participa pisoiul cu cei doi pisici, catelusul si baietelul. In total
participa la joc 4 +4 + 4 4+ 4 4+ 2 = 18 picioare.

P.168. Ezista numerele naturale a,b,c,d astfel incat a + b+ c+d = 123 gi
a:b=b:c=c:d=17
(Clasa a Ill-a) Amalia Cantemir, eleva, Iasi

Solutie. Dina:b=0b:c=c:d=1, rezultd a = b = ¢ = d. Concluzionam ca
numarul 123 trebuie sa se Imparta exact la 4, ceea ce este fals.

P.169. Calculeazd diferenta urmdtoare, fard a efectua parantezele: (244 + 6+
8+4...41000) — (1+34+5+7+...4+999) =
(Clasa a Ill-a) Madalina Bucsa, eleva, lasi

Solutie. De la 1 la 1000 sunt 500 numere pare si 500 numere impare. Exercitiul
devine (2 —1)+ (4 —3)+ (6 —5) + ...+ (1000 =999) = 1 + 1+ 1+ ...+ 1 = 500.

de 566 ort

P.170. Doi frati au cumparat un teren in forma de patrat pe care l-au tmpartit
in doua dreptunghiuri egale. Fiecare doreste sa imprejmuiasca propriul teren cu gard.
Cat mai are de lucru fiecare, daca primul a realizat 430 m, al doilea 470 m, iar
perimetrul patratului este de 1000 m ¢
(Clasa a Ill-a) Dragos Iacob, elev, Iasi
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Solutie. Latura patratului este de 1000m : 4 = 250m. imprejmuirea fiecarui frate
cuprinde jumatate din perimetrul patratului i inca jumatate din portiunea comuna
de gard. Primul frate mai are de lucrat (500m + 125m) — 430m = 195m, iar al doilea
(500m + 125m) — 470m = 155m.

P.171. Dacd a+b+c =175 gi a+2c = 200, calculati produsul (2a+b+3c)-(c—b).
(Clasa a IV-a) Inst. Marian Ciuperceanu, Craiova

Solutie. 2a+b+3c = (a+b+c)+ (a+2¢) = 175+200 = 385. Din a+b+c =175
si a4+ ¢+ ¢ =200, rezultd ¢ — b = 200 — 175 = 25. Agadar, (2a + b+ 3¢) - (c—b) =
375 x 25 =275 x 100 : 4 = 9375.

P.172. Céite numere abc au suma cifrelor 7 si pot fi rotunjite cu numdrul ab0?
(Clasa a IV-a) Maria Nastasiu, eleva, Iasi

Solutie. Cifra unitatilor poate fi 0,1,2,3 sau 4. Daca ¢ = 0, atunci a +b = 7
si gasim numerele 160, 250, 340, 430, 520,610 si 700. Daca ¢ = 1, atunci a +b = 6
si obtinem numerele 151,241, 331,421,511 si 601. Analog, in celelalte cazuri gasim
numerele 142,232,322, 412, 502; 133,223, 313,403; 124, 214 si 304. In total, existi 25
de numere cu proprietatile din enunt.

P.173. Se formeaza sirul de numere: 34, 334, 344, 3334, 3444, .... Cate cifre de
3 are numdarul de pe locul 20087
(Clasa a IV-a) Petru Asaftei, Iasi
Solutie. Numerele de pe locurile pare au o singura cifra de 4, restul fiind cifre de
3. Astfel, numarul de pe locul 2008 are 2008 : 2 + 1 = 1005 cifre de 3.

Clasa a V-a

V.102. Un intreprinzator doreste sa cumpere un numdar de frigidere de la un
angrosist, pe care urmeazd sa le transporte cdatre firma sa cu ajutorul unui camion de
mare tonaj, care consumd 101 de motoring la 100 km (11 de motoring costd 3 lei).
fntreprinzdtorul poate opta intre doi furnizori: A wvinde frigiderul cu 1000 lei/buc.,
iar B vinde acelagi produs cu 990 lei/buc., insd are depozitul mai departe decdt A, la
o distantd pe sosea AB = 150 km.

a) Daca intreprinzatorul doreste sa cumpere 20 de frigidere, ce furnizor va alege?

b) La ce numar de frigidere costurile de achizifie nu depind de furnizor?

Marian Ciuperceanu, Craiova

Solutie. Fie n numarul de frigidere achizitionate, iar x cheltuielile de transport
de la firma intreprinzatorului pana la furnizorul A. Cheltuielile de transport pana
la furnizorul B vor fi x + 310 -3 = x 4+ 90 (distanta AB se parcurge dus-intors, in
total 300 km). Chletuielile totale cu furnizorul A vor fi C4 = x + 1000n, iar cele cu
furnizorul B vor fi Cg = x + 90 + 990n.

a) Daca n = 20, atunci C'4 = 420000, iar Cg = x+19890, prin urmare Cp < Ca.
Furnizorul ales va fi B.

b) Avem cid C4 = Cp, de unde se obtine n = 9.

3 5 2 5 5 2
V.103. Se considera numerele naturale m = Tt ,a = s , 0= s )

unde x,y,z € N. Demonstrafi ca m nu poate fi divizor al lui a, dar poate fi divizor al
lui b.
Claudiu Stefan Popa, Iasi
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Solutie. Pentru cd m € N, trebuie si avem ¢ 2x+2 | 3z+5, de unde 2242 | 2(3z+
5
5) — 3(2z + 2), adicd 2z + 2|4. Géasim cd x € {0,1}; dacd x = 0, atunci m = 3 ¢ N,
iar dacd x = 1, atunci m = 2. Presupunand ci 2| a, s-ar obtine cd 2y + 5 = 6k, cu
y, k € N, absurd (membrul stang este impar, iar cel drept par). Pentru z = 2, avem
ca b =4, numar care se divide cu 2.

V.104. Scrieti numarul 2008 ca sumd de trei cuburi perfecte pare. (Gasifi toate

posibilitatile!)
Veronica Plaegu si | Dan Plaesu |, Iasi

Solutie. Deoarece 2008 = 23 - 251, este destul si-1 scriem pe 251 ca suma de
trei cuburi perfecte. Cel mai mare dintre cele trei cuburi nu poate depasi 261 = 63,
deoarece 73 = 343 > 251. Dupa o analizi a cazurilor posibile, gisim doar doua situatii
favorabile: 251 = 13453453 51 251 = 23 +33+63. In concluzie, 2008 = 23+1034+10% =
23 463 4 123.

V.105. Se considerd numdrul a =7+ 72 + 73 + ... 4+ 72009,

a) Demonstrali cd a nu poate fi patrat perfect.

b) Aflati restul impartirii lui a la 400.

Damian Marinescu, Targoviste

Solutie. a) Cum a se divide cu 7, dar nu si cu 72, inseamni ci nu poate fi pitrat
perfect.

b) Avemcia=T+T>(1+7+72+73)+... + 720061 4+ 74724+ 73) = 7+400(7% +
..+ 72996 " deci restul impartirii lui a la 400 este 7.

V.106. Sa se determine numarul natural a gi cifra b, dacd (a+3)-200b = a-2009.
Enache Patrascu, Focsani

Solutie. Cum 2009 = 72 - 41, rezulta ci (a + 3) - 2006:72 i (a + 3) - 2000:41.
Evident ca b < 8 (deoarece a + 3 > a), iar dintre numerele 2000, 2001, ..., 2008,

nicunul nu se divide nici cu 72, nici cu 41. Deducem c& a + 3:7 si a 4+ 3:41, prin
urmare a + 3 = 287k. Inlocuind, obtinem c& 200b - k = 7(287k — 3), de unde &(2009 —
200b) = 21. De aici, (k,b) € {(21,8);(7,6); (3,2)}, deci solutiile problemei sunt (a, b) €
{(6024, 8); (2006, 6); (858,2) }.

O alta rezolvare se poate da incercand pentru b fiecare dintre valorile 0,1,2,...,8;
se obtin astfel noud ecuatii simple, doar trei dintre acestea avand solutii naturale.

V.107. Dacan € N\{0,1} este dat, determinati x,y € N* pentru care x(x + 2y +
1) =27 - 135.

Petru Asaftei, Iasi
Solutie. Daca x = 2%, 1 < i < n — 1, atunci am avea ci 2° +2y +1 = 2""%.135,
contradictie (membrul stang este impar, iar cel drept este par). Analog se arata ca
nu putem avea x = 2' - p, unde 1 <i <n—1, p € Di35\{1}. Ramane ca = = 2" - p,
cup € Dig5. Cum o < x4+ 2y + 1, trebuie cercetate doar cazurile in care p € {1, 3,5}.
Daca z = 27, obtinem ci y = 67—2""1, iar y € N* doar pentrun < 7. Daci = 2"-3,
atunci y = 22—3-2""1, care este numar natural cand n < 3. In sfargit, daca z = 2" -5,
atunci y = 13—5-2""1, solutie convenabils pentru n < 2. In concluzie, obtinem 3,2, 1
sau 0 perechi (z,y), dupd cum n =2, n =3, n € {4,5,6, 7}, respectiv n > 8.
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V.108. Pe tabla sunt scrise numerele 2,0,0,9. Putem sterge de pe tabla oricare
doud numere, scriind in loc succesorii acestora. FEste posibil ca, in urma mai multor
operatii de acest fel, sa oblinem patru numere egale?

Catalin Budeanu, Iasi

Solutie. Suma numerelor de pe tabla creste cu 2 la fiecare pas. Dupa a n-a
operatie, ea devine 2n+2+0+4+0+49 = 2n+ 11, numar care este impar, deci nu poate
fi suma a patru numere egale.

Clasa a VI-a

VI.102. O asociatie de locatari este formata din trei familii care au consumat
intr-o lund 27m?>,16m3, respectiv 4m? de apa potabild. Din consumul total, pentru
38m3 de apd trebuie platitd o taxd de canalizare, care se imparte proportional cu
consumul fiecarei familii. Dacd pretul apei este de 1,6 lei/m?, taza de canalizare este
de 0,56 lei/m? si fiecarei sume i se aplica T.V.A. de 19 %, aflati ce sumd trebuie sd
plateascd fiecare familie (efectuati calculele cu doud zecimale exacte).

Petru Asaftei, Iasi

Solutie. Pentru apa, prima familie plateste 27 x 1,6 x 1,19 = 51,4 lei, a doua
16 x 1,6 x 1,19 = 30,46 lei, iar a treia 4 x 1,6 x 1,19 = 7,61 lei (am trunchiat
rezultatele la cifra sutimilor, conform cerintelor problemei). Observand ci 38m?
reprezintd 80,85% din 47m3 (unde 47m? este consumul total), deducem ci pentru
canalizare prima familie plateste 0,8085 x 28 x 0,56 x 1,19 = 14,54 lei, a doua
0,8085 x 16 x 0,56 x 1,19 = 8,62 lei, iar a treia 0,8085 x 4 x 0,56 x 1,19 = 2,15 lei.
In total, prima familie are de platit 65,94 lei, a doua 39, 08 lei, iar a treia 9,76 lei.

VI.103. Sa se determine numdrul prim p §i numerele intregi a §i x pentru care
(x—a)@—1)(a—1) = p.
Gheorghe ITurea, Iasi
Solutie. Daca p > 3, atunci toti divizorii sai ar fi impari, deci z —a,x —1gia—1
vor fi numere impare. Ins (z — 1) — (z —a) = a — 1, egalitate care nu poate avea loc
pentru trei numere impare. Radmaéane si studiem cazul p = 2; atunci a —1 € {£1, +2},
deci a € {-1,0,2,3}. Considerand fiecare dintre cele patru situatii, gasim solutiile
a=-1,r=0sia=2,z€{0,3}.
VI1.104. Determinati numerele prime p $i q, stiind ca existd x,y € N* astfel incat
224y =piarz+y+1=q.
Andrei Cozma, elev, Bucuresti
Solutie. Observam ca p — ¢ = z(z — 1) + y(y — 1) — 1, prin urmare p — ¢ este
numar impar. Rezulta ca unul dintre numerele p sau q este par, deci egal cu 2. Daca
p =2, din 22 4+ y? = 2 obtinem c& r = y = 1, prin urmare ¢ = 3. Daci ¢ = 2, atunci
x4y =1, fals, deoarece =,y € N*. In concluzie, p =2 gi ¢ = 3.
VI.105. Sd se arate cd numdrul N = 33 — 33 e poate scrie ca produs a
trei numere naturale consecutive.
Dan Nedeianu, Drobeta-Tr. Severin
Solutie. Notand a = 332008, observam ci 337" = 3373 = 43, Astfel, N =
a®—a=a(a>-1)=(a—1)-a-(a+1), ceea ce incheie rezolvarea.

VI.106. Se considera unghiulx/\Oy st punctele A, B € (Oz,C, D € (Oy astfel incat
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A € (OB), iar C € (OD). Mediatoarele segmentelor [AB] si [CD] se intersecteazd in
S, iar SAB = SCD.

a) Demonstrati ca BC = AD.

b) Dacd, in plus, punctele B,D si S sunt coliniare, iar m(@) = 60°, ardtats
ca AC1LSC & BS=2-S5D.

Romanta Ghita si Ioan E@;é, Elii

Solutie. a) Triunghiurile SAB si SCD fiind isoscele, din ipoteza SAB = SCD
obtinem cd 180° — 2m(SAB) = 180° — Zm(SCD) deci ASB =
CSD. Atunci BSC = ASD ceea ce ne arata cd ABSC =
AASD (L.U.L.), de unde BC = AD.

b) In ipotezele acestui punct, triunghiurile ABS,CDS si
OBD sunt echilaterale, iar ASHOy, CS||Oz. Dacd AC' L SC,
cum m(ASC) = 60°, atunci m(C’AS) = 30°. In triunghiul
dreptunghic AC'S vom avea ca AS = 2C'S, prin urmare BS =
25D. Reciproc, daca BS = 25D, atunci AB = 25C. Notand cu ) mijlocul lui AB,
obtinem ca AQ = CS. Avem si cd AQ|CS, deci ACSQ este paralelogram. In plus,
CA L AB (o mediand a unui triunghi echilateral este si inaltime); deducem cad AC'SQ
este dreptunghi, de unde AC' 1 SC.

VI.107. Se considera A,B,C,D,E,F sase puncte in plan astfel incit AB =
CD =CF = DF =3cm, BC = BE = CE = 5cem, iar AD = 11lem. Stabiliti cate
drepte determina cele sase puncte.

Gabriel Popa, Iasi
Solutie. Cum AB + BC + CD = AD, rezulta ca punctele A, B,C si D sunt
coliniare si se afla in aceastd ordine pe dreapta pe care o determind. Mai observam
si faptul ca triunghiurile CDF si BCE sunt echilaterale. In cazul in care aceste
triunghiuri se afla intr-un acelagi semiplan fata de dreapta AB, cele sase puncte
determina 10 drepte: AB, AE,AF, BE, BF,CE ,CF,DE, DF gi EF. Daca punctele
E i F sunt separate de dreapta AB, atunci C, F gi F' vor fi coliniare, prin urmare
EF,CFE si CF sunt una si aceeasi dreapta; in acest caz, cele sase puncte determina 8
drepte.

VI1.108. Un ogar situat in virful A al unei curti dreptunghiulare ABCD (AB =
80m, BC = 160m), porneste in urmdrirea a trei iepuri aflati in B,C si D, alergind
de-a lungul gardurilor. Dacd viteza ogarului este 4m/s, iar vitezele iepurilor sunt
3m/s, aflati dupd cat timp reuseste ogarul sd prindd fiecare iepure.

Marian Ciuperceanu, Craiova

Solutie. Daca ogarul porneste catre varful B, va prinde iepurele aflat initial in B
dupa 80 : (4 — 3) = 80s. Iepurele din C va fi ajuns dupa (80 + 160) : (4 — 3) = 240s,
iar cel din D dupa (80 4 160 + 80) : (4 — 3) = 320s. Daca insd ogarul alearga in sens
contrar, pornind intéi citre D, va prinde iepurele de acolo dupd 160 : (4 — 3) = 160s,
apoi iepurele din C dupa (160 + 80) : (4 — 3) = 240s, iar iepurele aflat initial in B
dupa (160 + 80 4 160) : (4 — 3) = 400s.
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Clasa a VII-a

VIL.102. In wrma unui rdzboi dus intre doud triburi de canibali, in mainile
invingatorilor raman zece prizonieri, printre care gi capetenia tnvingilor. Seful de
trib al tnvingdatorilor alege, pentru prepararea cinei, cdtiva prizonieri (macar unul), la
intamplare. Care este probabilitatea ca seful tribului tnvins sd ramand in viata?

Gabriel Popa, Iasi

Solutie. Numarul cazurilor egal posibile este numarul submultimilor nevide ale
multimii cu 10 elemente a prizonierilor, deci 2! — 1 = 1023. Cipetenia invinsilor
ramane in viata daca se alege o submultime nevida a multimii formata din ceilalti

noua prizonieri, deci exista 27 — 1 = 511 cazuri favorabile. Probabilitatea ceruta este
511

1023
VIIL.103. Afilati numerele intregi x siy pentru care y —4x+6 < 0,2y—x—2>0
$t 3y +2x —24 <0.

Gheorghe ITurea, Iasi
Solutie. Scriem cele trei conditii din ipoteza astfel:

x+ 2 24 — 2x
2); 3).

y<4dzx—-6 (1);y >

2
Din (1) si (2) deducem c& z < 4z — 6, deci x > 2. Din (2) si (3) rezulta ca

T+ 2 24 — 2x
<

5 , de unde = < 6, prin urmare z € {3,4,5}. Din (1), (2) si (3),
inlocuind pe rand z cu 3,4 si 5, obtinem solutiile (3, 3);(3,4); (4,4); (4,5); (5,4).

Nota. La nivelul clasei a IX-a, se poate da o solutie folosind impértirea planului
in regiuni.

VII.104. Spunem cd un numdar natural are proprietatea (P) dacd este prim, cel
putin egal cu 5 si se poate scrie ca sumd de doud pdtrate perfecte. Dacd numerele
P1,D2; - - - » P au proprietatea (P), ardtati cd numdrul A = p1+pa+. .. +pp+n?—n+2
nu poate fi patrat perfect.

Cosmin Manea si Dragos Petrica, Pitesti

Solutie. Un patrat perfect poate fi My sau My + 1, deci o suma de doua patrate
va i My, My + 1 sau My + 2. Daca dorim ca aceastd suméa de patrate si fie numéar
prim cel putin egal cu 5, atunci ea va fi neaparat de forma M, + 1. Deducem ca
A= (My+1)+(My+1)+...+(My+1)+n?—n+2 = My+n+n?—n+2 = My+n?+2
si, cum n? = My sau n? = My + 1, atunci A = My + 2 sau A = My + 3, prin urmare
A nu poate fi patrat perfect.

VII.105. Pentru x,y € R, definim a(x,y) = min(2z — y?, 2y — 22). Ardtati cd:

a) a(z,y) < 1,Vr,y € R; b)) max{a(z,y)|z,y € R} = 1.

Ovidiu Pop, Satu Mare

Solutie. a) Daca, prin absurd, ar exista z,y € R pentru care a(z,y) > 1, ar
insemna ci 2z — y? > 1 §i 2y — 22 > 1, pentru anumite valori ale numerelor z si y.
Prin adunare, am obtine c& (z — 1)2 + (y — 1)? < 0, imposibil.

b) Folosind a) si observand ca a(1,1) = 1, rezulta cerinta.
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VII.106. Se considerd paralelogramul ABCD, E si F mijloacele laturilor [AB],
respectiv [AD],{G} = CENBD,{H} = CFNBD, {P} = FGNBC, {Q} = EHNCD.
Ardatati ca 3EF = 2PQ.

Mirela Marin, lasi
DH DF 1

ABi;)zltleb -Dm A?HDP;2 ABDI;C dedlucem ca HE-BC 3 Zum ADHQ ~
! ,10 tlnem.c;j 55 : {IB A— 5+ prin urmare b c

DBCFQ) = - adica e 1 nalog se arata ca F.,G ‘

B—C , deci PQ||BD (reciproca teoremei lui Thales), . B
gg gg 1 (teorema fundamentald a asemanarii). Astfel, 2PQ = % BD =

3- §BD = 3FE (deoarece [FE| este linie mijlocie in AABD).

VIL.107. Fie ABC wun triunghi cu m(@) = 60°, L proiectia lui A pe BC, M
proiectia lui B pe AC, iar D mijlocul lui [AB]. Demonstrati ca triunghiul DML este
echilateral.

Neculai Roman, Mircesti (Iasi)

Solutie. In triunghiurile LAB si MAB, LD si respectiv M D sunt mediane,

1
prin urmare LD = M D = fAB deci ADM L este isoscel, la fel

ca gi triunghiul ADM. Vom avea ci AMD = A §1 cum patru-
laterul ABLM este 1nscr1pt1b11 avem §1 ci CML = B. Astfel,
(DML) = 180° — (AMD) — (C’ML) = 180° — m(A) —
m(ﬁ) = m(a) = 60°, deci ADML va fi chiar echilateral.
VII.108. Consideram in plan trei cercuri distincte, congru-

ente, ale caror centre nu sunt coliniare. Construiti cu rigla si compasul un cerc la
care cercurile date sd fie tangente interior.

Adrian Corduneanu, Iasi
Solutie. Putem determina, folosind rigla si compasul, centrele celor trei cercuri
date; sa notam cu A, B gi C aceste centre. Aflam, cu rigla i compasul, centrul O
al cercului circumscris triunghiului ABC si punctul M de intersectie al dreptei OA
cu cercul de centru A, astfel incit OM > OA. Astfel, cercul de centru O si raza
OM este cercul cdutat: dacd r este raza cercurilor date, iar {N} = OB NC(B,r),
{P} =0CNC(C,r), atunci ON = OB+ BN = OA+r = OM si analog OP = OM.
Mai trebuie justificat cd C(O,OM) are cate un singur punct comun cu cercurile
date. Daci, de exemplu, ar exista un al doilea punct @ comun cercurilor C(O,OM) si
C(A,r), atunci OQ < OA+ AQ (inegalitatea triunghiului), deci OQ < OA+r = OM
si se ajunge la o contradictie.

Clasa a VIII-a
T+ 2

2
VIII.102. Rezolvati in R ecuatia (71> + (
T —

T — 2) 226 224 0
z+1 5 aZ-1 ’
Vasile Chiriac, Bacau
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T+ 2 x—2
Solutie. Se i R\{1,—1}. Dacad u = —— =
olutie en;lé)une cax € R\{1,-1} aca u pat v o

devine u? + v? — —wuv = 0 &i, cum u si v nu pot fi simultan egale cu zero, putem

ecuatia

1
nota t = 2 si obtinem c& t? — Et + 1 =0, cu solutiile t; = 5 to = 5. Daca v = 5u,
U

9++v113 .

1 , iar dacd u = 5v, deducem ca

202 — 91 4+4 =0, deci x5 =4, z4 = 3 Ecuatia din enunt, are patru solutii reale.

rezultd ca 222 — 9z — 4 = 0, de unde x1 5 =

VIIL.103. Ardtati cd oricare ar fi n € N*, existd m € N* astfel incat n* - m + 1
este numar compus.

Lucian Tutescu si Ion Visan, Craiova

Solutia 1 (a autorilor). Pentru m = n*+2, avem can* - m+1=n®+2n* +1 =
(n* +1)% i, cum n* + 1 > 2, urmeaza concluzia problemei.

Solutia 2 (Titu Zvonaru). Dacd n = 1, putem lua m = pg — 1, cu p,q € N,
p,q > 2. Dacin > 1, luim m = n?*% k€ N, k > 2 si vom avea ci n* -m + 1 =
(n*)3 +1 = (n* +1)(n?* —n* + 1), unde ambele paranteze sunt cel putin egale cu 2.

VIIIl.104. Fiex,y,z € R astfel incdt 222 +y? 22+ 2222 = 3229222, Demonstrati

1 <
e J;2+x+1+y2+y+1+z2+z+1_

Razvan Ceuca, elev, Iasi

Solutie. Problema este oarecum inruditd cu G89 din RecMat2/2005 sau cu
VIIL.66 din RecMat 1/2006: observand c& 22 + z + 1 > 3z si tinand seama de faptul
ca x > 0, obtinem cda ——— < — gi Inca doua relatii analoage. Astfel, membrul
2?24+r+1 7" 3w

1/1 1 1
stang este majorat de 3 (7 + -+ 7> . Folosind inegalitatea dintre media aritmetica
Ty oz

. UUUPSIVINS S5 S SR | 171 1y - USRS y
§i cea patratica, - | —+ -+ -] <,/= | =+ — + — |. Insa conditia din ipoteza
3\z y =z 3\x2 g2 22

se poate scrie sub forma — + — 4+ — = 3 si de aici urmeaza inegalitatea din enunt.
x Y z
Egalitatea se atinge pentru x =y =z = 1.

VIIIL.105. Determinati x,y € N* pentru care 3 — y> = 3xy + 17.
Liviu Smarandache si Ion Visan, Craiova

Solutia 1 (a autorilor). Cum 3zy + 17 € N*| rezultd cd z > y, deci exista p € N*
astfel incat 2 = y + p. Inlocuind in relatia din enunt, obtinem c& 3(p — 1)y + 3p(p —
)y + p* — 17 = 0. Observam ca 3(p — 1)y> > 0 si 3p(p — 1)y > 0, prin urmare
p3 — 17 < 0, adicd p € {1,2}. Dacid p = 1 se ajunge la contradictia —16 = 0, iar
pentru p = 2 deducem ca y? 4 2y — 3 = 0, ecuatie a ciirei singur solutie naturala este
y = 1. Rezultd c& = = 3, deci solutia ecuatiei din enunt este perechea (3,1).

Solutia 2 (Gheorghe Iurea). Rezolvam ecuatia in numere intregi. Notam d = z—y,
p=uay,cud,p€Z Cum 2% —y> = (x —y)® + 3zy(xr —y) = d® + 3dp, ecuatia devine
17 — d? 16

—— —d?>—d—1, deci d — 1 este

d3 + 3dp = 3p + 17. Rezultd ci 3p = 11 1
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divizor al lui 16. Analizand cazurile posibile, determinidm d i p si apoi aflam solutiile
ecuatiei initiale: (z,y) € {(3,1);(—1,-3)}.
VIIL.106. In tetraedul VABC, avem AB = 4em, BC = 5em,CA = 6em, iar

157
ariile fetelor VAB,VBC gi VCA sunt egale cu 5;[07)12, Calculati sinusurile un-

ghiurilor m, BVC st CVA.
Vlad Emanuel, student, Bucuresti
Solutie. Calculand aria triunghiului ABC cu formula lui Heron, obtinem ca

aceasta este cm?, prin urmare tetraedrul VABC este echifacial. Rezultd ca

VA = BC = 5cm, VB = CA = 6¢cm, iar VC = AB = 4cm, de unde sin AVB =
M = ﬂ, sinB/V\C = 2- Avso = B\ﬁ, iar Sinm = 2Avea = B\ﬁ.
VA-VB 8 VB-VC 32 VC-VA 16

VIIL.107. Fie ABCD un tetraedru, iar my, mo $i ms lungimile bimedianelor sale.
Demonstrati cd 3(AB? + AC? + AD? + BC? + CD? + DB?) > 4(my + ma + m3)?.

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti

Solutie. Se stie c& in orice tetraedru ABCD are loc identitatea 4(m3+m3+m3) =
AB%+AC?+AD?+ BC?+CD?+ DB? (a se vedea, de exemplu, D. Branzei, S. Anita,
C. Cocea - Planul si spatiul euclidian, Ed. Academiei, Bucuresti, 1986). Folosind
inegalitatea dintre media aritmetica si cea patraticd, obtinem ca 3(m? +m3 + m3)
(m1 +mao+ m3)2, de unde cerinta problemei. Egalitatea se atinge atunci cand mg
mo = MmMg3.

v

VIIL.108. Intr-un reper cartezian xQy, se considerd punctele A;;(3,7), unde
1 < 4,5 < 5. Determinati numarul triunghiurilor care au ca varfuri trei dintre punctele
date.
Gabriel Popa, Iasi
. ) 25-24-23
Solutie. Cum avem 5 -5 = 25 de puncte, putem considera ——— = 2300
de multimi formate din cate trei puncte. Pentru a gasi numaéarul triunghiurilor, tre-

buie si eliminim multimile formate din puncte coliniare. Punctele A;;, i = 1,5,
5-4-3

genereaza = 10 multimi de céte trei puncte coliniare; aceeasi situatie are

loc pe fiecare dintre cele cinci orizontale, cinci verticale, precum si pe cele doua
diagonale A11Ass si A15As51. Pe fiecare dintre directiile Ai9Ay4s, Aoy Ay, A14A41 Si
Aos Aso avem cate 4 multimi de trei puncte coliniare, iar pe fiecare dintre directiile
Asz1Ass, A13Ass, A13A31, AszAszs, A114s3, A12454, A13Ass, A13As1, A14As2, A15A4s3,
A11A35, 142114457 143114557 A31A15, A41A25 §1 145114357 exista cate o singuré mul‘gime
formata din trei puncte coliniare. Astfel, numarul multimilor care trebuie eliminate
este 10-12+4+4-4+1-16 = 152. Raman 2300 — 152 = 2148 de triunghiuri.

Clasa a IX-a
IX.96. Determinati triunghiurile in care tangentele unghiurilor se exprima prin
numere naturale. (In legiturd cu X.78 din RecMat 1/2007.)
Titu Zvonaru, Comanesti

Solutie. Fie A unghiul cel mai mic al triunghiului; atunci A < g, decitg A < /3
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si, cum tg A € N, rezulta ca tg A = 1, adica A = Mai departe, din tg A + tg B +
tgC =tgA-tgB-tgC, obtinem ca (tg B — 1)(tgC — 1) = 2, de unde B = arctg?2,

C = acrtg 3 (sau invers).

N

IX.97. Demonstrati cd in orice triunghi are loc inegalitatea m?2hyh, + m%hcha +

m2hahy > 452 (2 + é) .
Catalin Cristea, Craiova

2B + ) — a2
Solutie. Observim ci m2hyhe + m2hoha + m2hohy = 482 ((Zz)‘“r
C
2(a% + ) — b2 N 2(a® +b%) — 2
dac 4ab

. Prin aplicarea inegalitatii Cebigev pentru siruri

202 +¢2) — a2 20 +c2) — b2 2(a® + b2) — 2

(P +) - 2+ ) B A+ ) =
4bc dac 4ab

1 9 49, o L1/1 1 1 9 i ) . .

3 3(a® 4+ b° 4+ ¢*) - 1 + — 4+ — ] > -, ultima relatie obtindndu-se cu ajutorul

be  ac  be) T4
inegalitatii mediilor. Inegalitatea de demonstrat se deduce imediat, tinandu-se seama

ca R > 2r.

de monotonii contrare, deducem ca

1 2
IX.98. Aflati a,b,c € R,a # 0, pentru care |ax? + bx + c| < (x — f) Ve € R.
a

Marian Ursarescu, Roman

1 1 b
Solutia I (Paul Georgescu). Pentru z = —, obtinem c& |— + — 4+ ¢| < 0, de
a a a
b
unde ¢ = —~ — —. Substituind in inegalitatea din enunt, obtinem ci |ax? + bx —
a a
1 b 1\?2 1 1 1 1\?
-——| < ($—7> , deci a(x—f> <x+7) —|—b<x—7> < <x—7) . Notand
a a a a a a a
1

xr — — = y, obtinem ci |ay® + (b+ 2)y| < y?, Vy € R, de unde |ay + (b + 2)| < |y,
a
Vy € R*. Rezultd cd b+ 2 = 0 i |ay| < |y|, Yy € R*, deci |a] < 1. Urmeaza ca
1
a€[~1,0)U(0,1], b= ~2, c= -.

Q

1 1 b
Solutia a IT-a (a autorului). Pentru = —, obtinem ca |— + — +¢| < 0, de
a a a

1\2
unde 1 + b + ac = 0. Conform ipotezei, avem ca ax? + bz + ¢ < <m — 7) , deci
a

2 1
(a—1)x? + (b — f) r+c—— <0,Vze € R. Acest fapt se petrece daca si numai daca
a a

a—1<0si A <0, adici atunci cand a < 1si (ab+2)%—4(a—1)(a2c—1) < 0. Inlocuind
b = —1—ac, ultima conditie conduce la a?(1+ac)? —4a(1+ac) —4a®c+4a+4a?c <0,
prin urmare a?(1 — ac)? < 0, de unde ac = 1. Se observa usor ci, in ipoteza ac = 1,

2
are loc inegalitatea ar? + bz +c¢ > — (x — 7) daca gi numai daca a > —1. In
a

concluzie, a € [-1,0) U (0,1}, b=—-2gi c = —.
a

IX.99. Fie k € [0,1),n € N* gi numerele o; € R*, §; € R,e; € {—1,1},i = 1,n,
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astfel incat e1ay + eaas + ... + epa, = 0. Rezolvati ecuatia
loax + B1| + |aex + B2| + ... + |anz + Bn| = kle1f1 + 282+ ... + €nbnl.
Dumitru Mihalache si Gabi Ghidoveanu, Barlad

Solutie. Cum zn:ei(aix +8) == (z": Eiai> + ieiﬁi = En:aiﬁi, rezultd ca

i=1 i=1 i=1 i=1
n n
E €ifi E €ifi
i=1

i=1

si atunci

Z il + B;)

1
n

Z €iBi
im1

are solutii. Daca Z €if; = 0, ecuatia data este echivalenta cu sistemul o;x + 8; = 0,
i=1

n
, de unde Z\aix + Gl >
i=1

k- >

n n
Z Eiﬁi‘. Daca Z €if; # 0, obtinem k£ > 1, prin urmare ecuatia nu
i—1 i=1

i = 1,n. Acest sistem nu are solutii daci (ay,as,...,a,) si (61,52, ...,0,) nu sunt
. . . ﬁl 62 n
proportionale si are solutia © = —v, unde y = — = — = ... = —, In caz contrar.
a1 9 Ay,

IX.100. Fie (an)n>1 §i (bn)n>1 doud siruri de numere reale, cu a, # 0,¥n > 1

§13- Z(akbi —aiby) = (Z ak> — Zaiﬁ’n > 1. Demonstrati cd, pentru orice
k=1 k=1 k=1

n > 1, existd o, € {0,1} astfel incdt b, = an(ar+...+an)—(1—ap)(ar+...+an_1).

Marian Tetiva, Barlad

Solutie. Pentru n = 1, relatia din enunt devine 3a1b1(by — a1) = 0, deci by = 0

(si ludm «; = 0) sau by = ay (si alegem a3 = 1). Pentru n > 2, scidem din

relatia din enunt pe aceea obtinuta din ea prin inlocuirea lui n cu n — 1; ajungem la

n 3 n—1 3 n—1 2
3(anb? — a2b,) = <Z ak> - (Z ak> —ad < 3(anb? —a2b,) =3 <Z ak>
k=1 k=1 k=1
n—1 n n—1
an+3 <Z ak> ai S ap (bn — Zak> <bn + Z ak> = 0. Deoarece a,, # 0, de aici
k=1

k=1 k=1
n n—1
rezulta fie ci b,, = Z ay (deci se poate lua o, = 1), fie cid b, = — Z ay, (deci putem
k=1 k=1

alege a,, = 0), ceea ce incheie solutia.
Autorul remarca faptul ca este adevarata si reciproca afirmatiei din eneunt.

Clasa a X-a

X.96. Dacd a,b,c sunt numere reale pozitive cu suma 1, demonstrati cd a®-b¢ - ¢
+ b cb-a® < 2(ab+ be + ca).

a

Dorin Marghidanu, Craiova

Solutie. Folosim inegalitatea dintre media aritmetica ponderata si media geo-

metricad ponderata: pia + p2b+ psc > aPt - bP2 - cP3, Vpy,po,p3 > 0cupr +p2+p3 =1

Considerand p; = b, ps = ¢ si p3 = a, rezulta ca ba + cb+ ac > ab - b¢ - ¢*. Luand apoi

pL=c, p2 = a si p3 = b, obtinem ca ca + be+ ab > b* - ¢® - a®. Adunand aceste relatii,
se obtine inegalitatea din enunt.
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X.97. Fie a,b,c € C* numere compleze distincte astfel incdat (a —b)® = (b—c)® =
(c—a)3. Ardtati cd|2a —b—c|=|2b—c—a| =|2c—a — b|.
Dan Nedeianu, Drobeta-Tr. Severin

. o y . y b—c\? c—a\?®
Solutie. Conditia data este echivalenta cu ) = 5 = 1. Cum
a— a—

a—0b#b—c (altfel b = GT—’_C si, folosind relatia din enunt, s-ar deduce ca a = ¢),

b—c # c—asic—a # a—b, gisim ci b—c = ze si c—a = z¢?, unde ¢ este ridacin cubici
a unitatii, iar z = a —b. Deducem c& [2a —b—c| = |2b—c—a| = |2c—a —b| = |2|- V3.

X.98. Fie Ai(z;),i = 1,3 varfurile unui triunghi din planul Oy si P(z) un punct
din acest plan (z; si z sunt afizele punctelor A;, respectiv P). Sd se arate cd P este
situat in interiorul triunghiului A1 AsAs sau pe una din laturile sale daca $i numai
dacd existd o; > 0,1 = 1,3, astfel incdt oy +an + o3 =1 8i 2 = o121 + anze + a323.

Adrian Corduneanu, Iasi

Solutie. Punctul P este situat in interiorul triunghiului A;AsAs sau pe una
din laturile sale daci si numai dacd existda M € [A;1As] cu P € [MA3]. Deoarece
M € [A1As] & 3t € [0,1] astfel incat zpr = (1 —t)z1 +t20 81 P € [MA3] & 3s € [0, 1]
cu proprietatea z = (1 — $)z3 + szpr, rezultd cd z = (1 — t)sz1 + stzo + (1 — 8)zs.
Considerand ay = s(1 —t), ag = st gt ag = 1 — s, obtinem a; > 0, a3 + as + a3z =1
Si 2 = a121 + aszs + agzs, ceea ce incheie demonstratia.

X.99. Consideram triunghiurile echilaterale ABC si A1B1Cy i construim tri-
unghiurile echilaterale AAyAs, BBy By, CC1Co, AB1 A3z, BC1B3, CA1A3, AC 1Ay,
BA1By gi CB1Cy; toate triunghiurile citate sunt orientate pozitiv. Fie punctele
M, € AQB, Ny € BoC, Py € CQA, Ms € AgB, N3 € B3C, P53 € CgA, M, € A4B,

‘ . MyAy  NaBy  PoCy  MszAz  N3Bj
N, B4C si Py € C4A astfel t = = = = =
4 € §ZA 1 € Cadastfel incdl P = 5 = B4 T LB NaC
P. M. N,B P,
ngil'g = ]\44434 = J\ZC% = ;4?44. Demonstrati ca triunghiurile Mo NoPs, M3N3Ps3

st MyN4 Py sunt echilaterale si au acelast centru.

Catalin Tigaeru, Suceava
Solutie. Notam afixul fiecarui punct care apare, cu litera mica ce 1i corespunde.
Scriem conditiile ca cele 11 triunghiuri care apar in ipoteza sa fie echilaterale:

a+eb+e%c=0; a1 + eby + €%¢; = 0;
a+car+e%a0=0; b+eb+e%by =0, c+eci+e2cy=0;
a+eby +e2a3 =0, b+ec;+e%b3=0, c+ea;+eaz=0,
a+eci +e%a4 =0, b+ea; +e2bys =0, c+eb+e2c4=0,
unde € este radacina primitiva de ordin trei a unitatii. Demonstram ca triunghiurile

A;B;C;, i = 2,3,4, sunt echilaterale; trebuie verificate relatiie a; + eb; + €%¢; = 0,
i =2,3,4. Vom da justificarea doar pentru i =2 :

ag 4 eby + e2cy = —(ca + £2a1) — e(eb+ &%by) — % (ec + e%c1) =
= —e(a+eb+e%c) —%(ay +eby +£3¢1) = 0.
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Fie k valoarea comuna a rapoartelor egale din enunt. Obtinem ca m; = mal

k 1 k 1 k

—b P = bi T, .6 Pi= TG 77':273a4'At 1, m; i

e T TR T TR P T TR T ek e
1

epi = 7 = —(eb+e%c+e3a) =0, i = 2,3, 4, prin urmare AM; N; P; sunt echilaterale.
€

Notdm cu G si G;, i = 1,4, centrele (de greutate) ale triunghiurilor ABC, respectiv
- 1
A;B;C;, i = 1,4. Observam ca g; = g(ai +bi+ci) = —(eg+€%g1), i = 2,3,4, deci
triunghiurile A; B;C;, i = 2, 3,4, au acelasi centru, fie acesta G, deafix g = —eg—£2g;.
Din relatia g+¢eg+¢e2g; = 0, deducem ci G, G si G formeazi un triunghi echilateral.
— 1
Notam cu G; centrele triunghiurilor M; N; P;, i = 2,3,4; avem ca g; = g(mi—km—l-pi) =
1 _ n k
1+ kgi 1+ &7 Y
latura GG a triunghiului echilateral GGG, pe care o imparte in raportul k.

prin urmare AM;N;P;, i=2,3,4, au acelasi centru G, plasat pe

X.100. Demonstrati ca in orice triunghi ABC' are loc inegalitatea
1 1 1 4
) . . + ) . . + .2 . . Z 9
sin® A(sin B +sin C')2  sin” B(sinC 4 sin 4)?2  sin®C(sin A +sin B)2 — 3

Marius Olteanu, Rm. Valcea
1 1 9

+ + > -
(x+y)?  (y+2)?  (+z)? = 4
, Vz,y,z > 0 (a se vedea, de exemplu, Old and New Inequalities de

Solutie. Este cunoscuta inegalitatea

1
TY + Yz + 2T
T. Andreescu, G. Dospinescu, V. Cartoaje, M. Lascu, aparuta la GIL, Zalau, 2004,
pg. 22, ex. 114). Inlocuind z = sin Asin B, y = sin Asin C, z = sin B sin C, obtinem
1 1
Ay~ >
sin” A(sin B +sinC)? — dsin Asin BsinC()_sin A)
in A + sin B + sin C
ca sin Asin Bsin C' < (sm i SH; +sin

in A+ sin B + sinC A+B+C 3
s +SH; tsm <sin tot = g(inegalitatea lui Jensen aplicata functiei

sinus pe [0, 7]). Inlocuind, rezultd concluzia problemei.

Clasa a XI-a
X1.96. Fie € raddacina primitivd de ordin trei a unitdti, iar A, B € M3(R) cu
det(A + eB) = 0. Demonstrali cd det(A — B) = det A — det B.
Dan Popescu, Suceava
Solutie. Consideram polinomul f € R[X], f(X) =det (A+XB) =det A+ aX +
BX?+ (det B)- X3. Cum f(g) = 0, rezulti ca det A+ ae + B(—e — 1) +det B =0, de
unde o = 8 = det A 4 det B. Calculand f(—1) prin cele doud modalititi de scriere
ale lui f, obtinem c& f(—1) = det (A — B) = detA — detB.
X1.97. Fie n > 3 un numdar natural. Ardtati cd pentru orice k € {2,3,...,n—1},
existda A € My, ({0,1}) astfel incat AP # I,,, Vp € {1,2,...,k —1} si A¥ =1,.
Gheorghe ITurea, Iasi

. Pe de alta parte, avem

3
) (inegalitatea mediilor), iar
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001 ... 0
Solutie. Consider8m B = | .............. € M({0,1}). Se constati
0 00 1
1 0 0 ... 0
cd, pentru p € {1,2,...,k — 1}, avem ca B? = (b;;), unde by pp1 = bappo = ... =
br—pp =1, bk—pt1,1 =bg—py22=...=bgp =1, iar b;; = 0 in rest. In plus, B¥ = I,.
Atunci, matricea A = ( g [nO i ) verifica cerintele problemei.

-
X1.98. Demonstrati ca functia f : (O, g) - R, f(z) = lnq/Hﬂ este
cos T

concava i, folosind eventual acest lucru, ardtati ca in orice triunghi ascufitunghic
1—cosA 1—cosB 1—cosC < 1
1+cosA 1+cosB 1+cosC ~— 27
Bogdan Victor Grigoriu, Falticeni
cosx
< 0,Vr e

sin® x

ABC are loc inegalitatea

Solutie. Functia f este de doué ori derivabila, iar f(z) = —
7T . o A . . . . v
0, f), prin urmare f este concava. Aplicand inegalitatea lui Jensen, obtinem ca

<w> = 1[f(A) + f(B) + f(C)], deci

1 —cos% 1 1—cosA 1—cosB 1—cosC
In,/——=>-In . . 7
1+cos % 3 14+cosA 1+4+cosB 1+cosC

rezulta imediat din monotonia functiei logaritmice.

Nota autorului. In aceeagi manierd se poate demonstra ca, in orice triunghi
1—sinA 1-sinB 1fsinC< 1
1+sinA 14sinB 1+sinC = (24+/3)6

(v +d)'/¢

X1.99. Studiati convergenta sirului (v,)p>1 definit prin v, = ~C——o!
> o

ABC, are loc inegalitatea

Vn > 1, unde v, ¢ $i d sunt numere reale pozitive date.
Gheorghe Costovici si Adrian Corduneanu, Iasi

(1+\/1+4d)l/0
—5—) .

Solutie. Vom demonstra ca lim v, = [, unde [ = Daca

n—oo

v1 = [, se demonstreaza prin inductie matematica faptul ca v, =1, Vn > 1. In cazul

in care v; € (0,1), se arata (tot prin inductie) ca vo,—1 € (0,1) si vo, € (I, +00),

Vn € N*, apoi ca subsirul (vep—_1)n>1 este strict crescator, in timp ce (va,)n>1 este

strict descrescator. Urmeaza ca exista si sunt finite o = lim vo,_1, 8= lim wve, si,
n— oo n— oo

(8 +d)te
prin trecere la limita in relatiile de recurenta, obtinem ca a = 3 , lar B =
c 4 /e ¢y 1/c c 4 q)l/e ¢4 d4 dac
u. De aici, a = (a + +d> : u, deci a¢ = m’
(0% af le% ac+d

prin urmare a?¢ — a® —d = 0, de unde gisim c& o = [. Asemanitor se arati ci 5 = [.
In sfarsit, analog se trateaza cazul in care vy € (I, 4+00).
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Nota. De fapt, sirul u, = v¢, Vn € N*, verifica relatia de recurenta u,4; =
Up +d

, VYn € N* recurenta omografica care se studiaza in mod uzual.
n

XI1.100. Demonstrati ca

(x+1) (sin T cos—— ) <z (sinﬁ —cosz) ,Vx € [2,00).
z+1 z+1 T T

Petru Raducanu, Iasi

Solutie. Inegalitatea de demonstrat este echivalenta cu f(x+1)—f(z) < g(z+1)—
g(x),x € [2,00), unde f,g:[2,+00) = R, f(t) = tsin%, g(t) = tcos%, Vit € [2,00).
Aplicand teorema lui Lagrange functiei f pe intervalul [x,z + 1], > 2, obtinem
¢ € (z,x+1) pentru care f(x+1)— f(z) = f'(¢)=h (%), unde h(t) = sint — ¢ cost,
te (O, g} Observam ca h'(t) = tsint > 0, deci h este crescitoare, astfel ca h(t) <

h(g) =1, Vt e (O,g]. Deducem ca f(x + 1) — f(x) < 1, intrucat T e (O,g).
c
Analog se demonstreaza ca g(z + 1) — g(z) > 1, Va > 2, ceea ce incheie rezolvarea.

Clasa a XII-a
XI1.96. Rezolvati in S5 ecuatia x't = (

12345)

5 3 4 1 2
Liviu Smarandache si Ionut Ivanescu, Craiova
Solutie. Notim o = ( é ; Z ;l g ) si observdm c& ordo = 5. Din z2!! = ¢

rezultd ci z°° = e, prin urmare ordz|55, deci ordx € {1,5,11,55}. Pe de alti parte,

cum ordSs = 120, atunci ordz|120 i r&méne ca ordz € {1,5}. Dacd ordz = 1, ar

rezulta ci x = e si se ajunge la contradictie e = e!! = z'! = ¢. Daca ordz = 5,

obtinem c& o = 2t = z - 2% - 2® = x, adica singura solutie a ecuatiei date este z = o.

ar

m+k
arate cd ecuatia ag + a1x + ... + a,x™ = 0 admite solutie in intervalul (0,1).

Mihail Bencze, Brasov

Solutie. Aplicim teorema de medie functiei f : [0,1] = R, f(x) = (ap + a1z +

n

= 0. Sa se

XI1.97. Fie ap € R,k =0,n, iar m € (0,00) astfel incit Z
k=0

1
_ ag
o 4 apx™) - 2™, pentru care d :E =0
anx™) - x pentru Af(x)m 2 ek
sin®" !z - cos™ 1
XTI1.98. Determinati primitivele functiei f : (0,7) = R, f(x)= 1

sin®" 2 4+ cosin
n € N*.
I.V. Maftei, Bucuresti si Mihai Haivas, Iasi
3n—1 n—1 3n—1 n—1

. . sin T - CcoS T CcoS T - sin T
Solutie. Fie I = —In 1 de, J = —In 1 dx, unde
sin~ " x 4 cos*™ x sin~ " x 4 cos*™ x

x € (0,7). Observam ca

I+J:/sin”1xcos

sin?” z 4 cost”

=1z (sin®" z 4 cos®" z)
dr =
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n—1

1 1
tg" et otg" e . .
/ & T osg T sin%dx:l/ (tg" z — ctg"x)’

tg?" x + ctg?x n ) (tg"x — ctg"x)? + 2 e
1 tg" x — ctg"x
= arct +C.
w2 e V2
1 tg" x + ctgz — /2

Analog se obtine ca I — J = + C. Adunand membru

In
22 | tg" x + ctgmz + /2
cu membru cele doua relatii, gasim valoarea lui I.

XII1.99. Se considerd functia f : (0,00) — (0,1) continud $i descrescatoare i

a
sirul strict crescator (an)n>1 de numere reale pozitive, astfel incdt sirul ( "+1>
= a
1 _— mn n>1
este strict descrescator. Definim I, = — f(x)dz, ¥n € N*.
an Ja,
a) Demonstrati ca (I,)n>1 este un sir descrescator.

b) Daca lim Intl _ 1, calculati lim I,,.
n—oo0 Gy n—oo

Cosmin Manea si Dragog Petrica, Pitesti
Solutie. Din teorema de medie, pentru fiecare n € N, gésim ¢, € (ay, an41) astfel

ca l, = ai(anﬂ —an)flen) = (% — 1) flen).

a) Cum ¢, < apy1 < Cpyr lar f este descrescatoare, urmeazi cd (f(c,))n>1 este
an+1

descrescator. De asemenea, ( — 1) este descrescator, de unde (I,,),>1, este
n>1

an
descrescator, ca produs de doua giruri descrescatoare strict pozitive.
b) Cum (f(cn))n>1, este descrescitor si marginit, el admite o limita finitd I.

Urmeaza ca lim I, =0-1=0.
n—oo

XI1.100. In raport cu reperul xOy, considerdam punctele A(a,0),B(0,b) si T €
(AB), unde a > 0,b > 0. Determinati parabola y = A\x? + u care este tangentd in T
la AB, stiind ca aria suprafetei determinatd de parabold si azxele de coordonate este
maximd.

Adrian Corduneanu, Iasi

b
Solutie. Ecuatia dreptei AB este y = —(a — x), deci T are coordonatele zy €
a

b b b

(0,a), yo = a(a — x0). Din conditiile de tangenta \x3 + p = E(a — ) §1 2z = -
b b(2a — b b(2a —

rezultd A = ———sip = M. Parabola de ecuatie y = — x4 (2a = o)
2axg 2a 2axg 2a

va tdia axa Oz in punctul M (zs,0), unde zp = 4/2axo — z2. Aria ceruti este

M A b
S = / (A\a? + p)dz = gx‘?v[ + pzxy = 3 x0(2a — z9)3. Se observa ca S este
0 a
3b

o a . o o .
maxima pentru zg = 2 deci parabola catatd are ecuatia y = —— - x? + T
a
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