Concursul de matematica ” Gaudeamus”
Editia I, Iasi, 2009

In perioada 30 octombrie - 1 noiembrie 2009, la Facultatea de Matematica a Universitatii
” Alexandru Ioan Cuza” lasi, s-a desfagurat prima editie a Concursului de Matematica
?Gaudeamus”.

Organizatorii manifestarii sunt: Facultatea de Matematica si Fundatia Seminarului Mate-
matic ”Alexandru Muyller”. Colaboratori: Inspectoratul Scolar Judetean Iasi si Liceul de
Informatica ”Grigore Moisil” Iagi.

Manifestarea s-a desfagsurat pe doud sectiuni: 1)proba scrisd individuald; 2) concursul de
proiecte ”Matematica in lumea reala”.

1) Proba scrisa individuala s-a adresat elevilor claselor a X-a, a XI-a, a XII-a si a
continut subiecte din programele gcolare ale anilor anteriori; tematica a fost publicata pe
site-ul Facultatii de Matematica, www.math.uaic.ro . Listele cu elevii participanti, precum
si rezultatele lor, pot fi consultate la aceeagi adresa internet.

2) Concursul de proiecte ”Matematica in lumea reald” s-a adresat elevilor sau
echipelor de elevi (maxim patru), fird limitare de varstd, si a constat in prezentarea unor
solutii matematice la probleme concrete ale lumii reale. Au fost sustinute 12 proiecte.

Acest concurs doresgte sa fie, in primul rand, un mijloc de apropiere intre Facultatea de
Matematica si elevii din invatdmantul preuniversitar. Numarul de participanti (aproximativ
150 de elevi din judetele Bacdu, Botosani, Neam{, Vaslui si Ilagi), precum sgi rezultatele
obtinute, sunt incurajatoare.

Subiectele propuse la proba scrisa individuala

Clasa a X-a

1. i) S se arate ci, dacd 3 |a? + b?, unde a,b € N, atunci 3| a si 3 |b.

ii) Sa se arate c& nu existd (a,b,c,d) € N*, (a,b,c,d) # (0,0,0,0) astfel incat
a? + b = 3(c* + d?).

2. Se considera n puncte S = {A;, A, ..., A, } dintr-un plan 7 si n numere reale
A ={\, Ao, ..., A\ } astfel incat Ay + Ao+ -+ A, # 0. Spunem ci A’ € 7 este centrul

de masa al sistemului (S, A) dacd exista un punct O € 7 astfel incat

— A — An
OA'= ———0A +---+7OA
AMAtrn At 4+ A
i) Sa se arate ca dacd A’ este centrul de masa al sistemului (S, A) atunci pentru

orice punct M € 7 are loc

— A — An
MA = o MAL++ 72\414
M4 tA, ! M+t Ay
Pentru un triunghi A A2A3, consideram Aq, Ag, A3 € R astfel incat [ALl, [A2] st |As]

reprezintd lungimile laturilor [Ay As], [A3A;] si respectiv [A; As).

ii) S& se arate cd A’ € A;As este piciorul bisectoarei interioare (respectiv ex-
terioare) a unghiului ;13 dacd gi numai daca A’ este centrul de masa al sistemului
({41, A2}, {A1, A2}), pentru o anume alegere a semnelor scalarilor A; si As.

iii) S& se arate ca I € 7 este centrul cercului Inscris (respectiv centrul unui cerc
exinscris) triunghiului A; A3 A3 daca si numai daca I este centrul de masa al sistemului
({A1, Az, A3}, {1, A2, A3}), pentru o anume alegere a semnelor scalarilor Ay, Ay i As.

93



3. Fien € N\0,1} i aq, ag, ..., a, numere reale. Construim: so = —a;—ags—...—ay;

Sm =a1+as+...+am—(@mi1+amiat...+a,),Vmeln—1; s, = aitas+...+an.
S& se arate cd existd un m € 0,n astfel incat |s,,| < max{|ax| | k € 1,n}.

Clasa a XI-a

1. Doua sute de elevi participa la un concurs de matematica, la care se propun
6 probleme. Dupa corectare, se observa ca fiecare problema a fost rezolvata corect
de cel putin 120 de elevi (nu neapérat aceiagi pentru fiecare problema). Aritati ca
se pot gasi doi participanti, astfel ca fiecare problema sa fi fost rezolvata de cel putin
unul din cei doi.

2. i) Fie A = {a1,a2,...,a,} CZ si f: A — A o functie bijectiva. Presupunand
cda; <ag <..<apsicda;+f(a;) < a;+f(a;) pentruorice ¢ < j,4,j € {1,2,...,n},
sd se arate cid f = 14. ii) S& se giseasci o functie bijectiva f : Z —Z care satisface
conditiile m + f(m) < n+ f(n) pentru orice m < n, m,n € Z, si sa fie diferita de 1.

3. Fie a € (0,+00). Intr-un plan 7, relativ la un sistem de coordonate carteziene
20y, consideram dreapta de ecuatie (0,) : y = ax. Fie Il = [0,1) x [0, 1).

a) Definim f: R xR — II, f(z,y) = ({z},{y}), unde prin { } am notat partea
fractionard. Sa se arate ca f este periodica, adicid existda T' € R astfel incat f(z +
T,y+T) = f(z,y) pentru orice (z,y) € R x R.

b) Consideram restrictia f,, a lui f la dreapta (d,). S& se arate ca dacd a € Q
atunci f, este de asemenea periodica.

Imaginea lui (d,) prin f, este o reuniune de segmente paralele cu directia lui (d,).

c¢) Pentru a € Q sa se arate ca numaérul acestor segmente este finit.

Vom nota cu N acest numar.
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d) Pentru a =

2009 sa se determine N. Cat este N pentru a = m?

e) Ce se poate spune despre imaginea lui (d,) prin aplicatia f, cand a este numar
irational (de exemplu v/2)?
Clasa a XII-a

1. Fie A, B € M(n,C) astfel incat A+ B = I,,, A> = A3. Si se arate ci:

i) AB = BA;ii) I, — AB si I,, + AB sunt inversabile.

2. Se considerd functia f : (—1,+00) > R, f(z) = V1 + x.

i) S& se scrie ecuatia tangentei y = ax + b la graficul functiei f, in punctul zy = 0.

x)—1—-%
J@-1-3 exista si este # 0.

ii) Sa se determine valoarea a pentru care lim -
T—r X

1,2
217 2¢/2°

iv) Fie N numarul natural cu 2010 cifre, toate egale cu 1, adici N = 1111...11.
——
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iii) Ardtati ca, pentru x € (75, 5) are loc inegalitatea: |f(z) — 1 — Tl <

2010 cifre
Determinati primele 2010 zecimale ale numarului v N.

3. Se cer valorile lui a € R pentru care sistemul

21l p | =y + 2% +a
1‘2—1-];2:1

are o unica solutie reala.
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