Probleme propuse!

Clasele primare
P283. Scrieti + sau — in fiecare patratel din 102003004 = 170010204 astfel incat
sa obtineti o egalitate. Céate solutii exista? FExplicati!
(Clasa I Codruta Filip, eleva, Iasi
P284. Se considera girul de cifre: 0,1,2,3,2,1,0,1,2,3,2,1,0,... De cate ori
apare cifra 1 in primele 60 de cifre scrise?
(Clasa I Teodor Patrascu, elev, Iasi

P285. Consideram sgirul crescator al numerelor de doua cifre cu cifra unitatilor 5.
Cat trebuie sa addugam la suma unitatilor numerelor din sir pentru a obtine numarul
din mijlocul lui?

(Clasa I Mihaela Buleandra, eleva, Iasi

P286. Refaceti adunarea 2 % x+ 3 * * = 678 stiind ca este cu trecere peste ordinul
unitatilor si al zecilor. Scrieti toate solutiile.
(Clasa a ll-a) Teodora Pricop, eleva, Iasi

P287. Pe un jeton sunt scrise numerele 1,2,3,4,5 intr-o ordine data, fara sa se
repete. Pentru fiecare doua numere alaturate se face suma lor. Se aduna cele patru
rezultate obtinute si suma lor este ,,codul jetonului”. Cum trebuie scrise numerele
pentru a obtine un jeton cu codul 25? (Este suficient un singur exemplu.)

(Clasa a ll-a) Cristina Chelaru, eleva, Iasi

P288. Cate numere de doua cifre trebuie alese astfel Incat sa gasim printre ele
doua numere cu aceeasi suma a cifrelor.
(Clasa a ll-a) Prof.inv.primar Marian Ciuperceanu, Craiova

P289. Pentru fiecare sapte mere pe care le culege, un baiat primeste de la bunicul
lui doua nuci. Este posibil ca, la un moment dat, baiatul sa aiba 234 fructe? Dar 4317
(Clasa a Ill-a) Denisa Apetrei, eleva, Iasi

P290. Un salariat are tichete valorice de 1,3,9 si 27 lei, cel putin cate unul de
fiecare fel. Cum poate sa achite suma de 79 lei utilizand fiecare tichet cel putin o data?
(Clasa a Ill-a) Maria Bizdiga, elevi, lasi

P291. Un elev trebuie sa rezolve 42 de probleme in cinci zile. In fiecare zi rezolvi
mai multe probleme decat in ziua precedenta, iar in ziua a patra rezolva de cinci ori
mai multe probleme decat in prima zi. Care este numarul maxim de probleme pe care
le poate rezolva in a cincea zi?

(Clasa a Ill-a) Alexandra-Madalina Ciobanu, eleva, Iasi

P292. Un elev are 11 bile numerotate de la 1 la 11, 11 bile numerotate de la 12
la 22 gi 11 bile numerotate de la 23 la 33. Vom numi tripleta orice grupa de trei bile
cu numerele scrise pe ele in ordine crescatoare. Cate triplete cu proprietatea ca suma
numerelor de pe bilele componente este 51 se pot forma?

(Clasa a lll-a) Adelin Bechet, elev, Iasi

1Se primesc solutii pans la data de 1 iunie 2014.
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P293. Stiind ca Ty+mn = 35 si 2t+uv = 75, s8 se afle catul impartirii numarului
xyzt + mnuv la 5.
(Clasa a IV-a) Tatiana Ignat, eleva, lasi

P294. Cate numere de trei cifre au cel putin una dintre cifre 97
(Clasa a IV-a) Mariana Manoli, eleva, Iasi

P295. Cativa elevi au organizat o excursie de trei zile. In prima seara dorm cate
patru in camerd, in a doua seara cate trei, iar in ultima seara fiecare are camera sa.
Stiind c&d au fost inchiriate 32 de camere in total, iar in a doua searid intr-o camera
au fost cazati numai doi elevi, sa se afle cati elevi au participat la excursie.

(Clasa a IV-a) Mihaela Galca, eleva, Iasi

P296. Pentru un numér natural n, n > 1, notdm cu S(n) suma cifrelor numarului
n (de exemplu S(235) = 24+3+5 = 10). Céte numere de forma abc indeplinesc conditia
S(S(abc)) = 10?
(Clasa a IV-a) Petru Asaftei, Iasi

Clasa a V-a
V.172. Se considers numerele naturale = 20132013 — 3 si y = 20142013 — 4,
Aratati ca x si y au cel putin patru divizori comuni.
Gheorghe Iacob, Pascani
V.173. Determinati numerele naturale m si n pentru care 2 + 2" = 33554433.
Ionel Tudor, Calugareni

V.174. Determinati numerele abc cu proprietatea ca abc = c?(a — 1)2.
Nicolae Ivaschescu, Craiova

V.175. Aritati cd numarul A = 22014 4 92013 4 92012 4 93 g6 divide cu 15.
Iulian Oleniuc, elev, lasi

V.176. Pe tabla sunt scrise numerele naturale 1,2, 3,...,41. Andrei alege de pe
tabla un numar de la 1 la 7. Apoi, Bianca alege un numar mai mare decat cel al lui
Andrei, astfel incat diferenta dintre numarul ales de ea si cel ales de Andrei este cel
mult egald cu 7. Urmeaza Andrei, care alege un numar mai mare decat cel ales de
Bianca, astfel incat diferenta dintre numarul ales de el si cel ales de Bianca este cel
mult egala cu 7 g.a.m.d. Elevul care este obligat sa aleaga numarul 41 pierde jocul.
Aratati ca Bianca are strategie de castig.

Radu Miron, elev, lasi

V.177. Determinati cel mai mic numér natural m (scris in baza 10) cu propri-
etatea ca atat n, cat i n + 3, au suma cifrelor numere divizibile cu 7.
Dan Popescu, Suceava
V.178. Aritati ca existd o infinitate de numere naturale n pentru care n® divide
n! (unden!=1-2-...-n).
Petru Asaftei, Iasi

Clasa a VI-a
VI.172. Demonstrati ca nu exista numere intregi distincte a, b, si ¢ pentru care
{a,b,c} ={a—0b,b—c,c—a}.

Cosmin Manea si Dragog Petrica, Pitesti
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VI.173. Fie a,n € N, n # 0, astfel incat la impartirea lui a cu n se obtine restul
n — 1, iar la impértirea lui a prin n + 1 se obtine restul n. Aflati restul impartirii lui
a prin n(n + 1).
Constantin Apostol, Ramnicu Sarat
VI1.174. Demonstrati ca nu exista numere naturale a, b si ¢ avand proprietatea
ca a® +b*> — 8¢ = 6.
Viorica Momita, Iasi
VI.175. Determinati cel mai mare divizor comun al numerelor a = 1 + 2 + 22 +
2T gib=14+2422 4 ...+ 2%
Gheorghe ITurea, Iasi
VI.176. Determinati cel mai mic numar natural (scris in baza 10) care se termina
in 2012 si se divide cu 2014.
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti, si Neculai Stanciu, Buzau
VIL.177. Fie ABC un triunghi cu m(A) = 90° §i m(B) = 60°. Considerim
punctul D astfel incdt CD||AB, CD = AB, iar B i D sunt separate de dreapta AC'.
Aratati ca existd un singur punct M € (BC) astfel incat M A L MD.
Petru Asaftei, Iasi

VI.178. Fie ABC un trlunghl in care unghiul BAC este cel mai mare, iar BD si

CE sunt bisectoarele unghiurilor ABC respectiv ACB (D € AC,E € AB). Notam
cu [ intersectia dreptelor BD §1 CEsicu Fsi G simetricele punctului A fata de BD,

respectiv CE. Aratati ca m(FIG) = 180° — m(BAC)
Titu Zvonaru, Comanesti

Clasa a VII-a

VII.172. Determinati cel mai mic numar natural n cu proprietatea ca 0,3 <

{v/n} < 0,(3).
Vasile Chiriac, Bacau

VII.173. Determinati numerele naturale n pentru care 5™ — 3™ = 544.
Ionel Tudor, Calugareni si Viorica Dogaru, Giurgiu
VII.174. Pentru a, b, ¢, d numere reale pozitive, consideram numerele
) e i B =l —d~Ja-
— — i =1b—d| —|a—c|
at+2b+c b+2+d  ct+2d+ta d+2a+b°
Demonstrati cd A i B au acelagi semn.
Ovidiu Pop, Satu Mare si Traian Tamiian, Carei

VII.175. Determinati perechile (m,n) de numere naturale pentru care 2™ + 2"
este patrat perfect.

VII.176. Demonstrati ca

reale pozitive x si y.

Gheorghe ITurea, Iasi

55 < V/2, oricare ar fi numerele
T +y

Claudiu-Stefan Popa, Iasi
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VII.177. Fie C; si Cy doua cercuri de centre Oq, respectiv O, avand razale egale
si astfel incat O; € Cy. Notam cu A si B punctele de intersectie dintre cele doua
cercuri gi cu C punctul in care tangenta in A la C; taie a doua oara Cs. Aratati ca
triunghiul ABC este echilateral.

Dumitru Savulescu si Marian Voinea, Bucuresti

VII.178. Se considera cercul C(0, R) si tangentele AB si AC perpendiculare, duse
din punctul A exterior cercului. Paralela prin B la AC taie a doua oara cercul in E,
iar AFE taie a doua oara cercul iIn D. Demonstrati cd paralela prin C' la BD trece
prin mijlocul segmentului OB.

Nicolae Ivaschescu, Craiova

Clasa a VIII-a

VIII.172. Determinati numerele reale = i y pentru care
{#P+{y? =02 si {2} +{-p}° =1

Bogdan Chiriac, Bacau

VIIL.173. Determinati valoarea minima a expresiei E(z,y, z) = 22 +xy+xz+yz,
daci z,y, z sunt numere reale pozitive cu zyz(x +y + z) = 1.
Constantin Dragomir, Pitesti

(@a+b)? (b+c)?

VIIL.174. Determinati valoarea minima a expresiei E(a, b, c) = TP y——
c ca

(c+a)?
3ab+1

, daca a, b, c sunt numere reale pozitive cu ab + bc + ca = 3.
Dan Popescu, Suceava

VIII.175. Daca a, b, c sunt numere reale pozitive, demonstrati ca

1 . 1 n < 1 (1+1+1)
(a+b)2?+9 (b+¢)?+9 (c+a)P+9~ 12\a b ¢/’
Mirela Marin, Iasi

VIII.176. Fie z,y numere reale pozitive astfel incat =3 + y> = axy, cu a > 0.
Demonstrati ca:

a2

a)z+y<ab)a?+y?< 5

Lucian Tutescu si Liviu Smarandache, Craiova

VIIL.177. Se considera prisma triunghiulard dreaptd ABCDEF' si punctul O

situat in interiorul ei. Demonstrati ca media aritmetica ponderata a distantelor de la

O laplanele (BCE), (ACF), (ABE), (ABC) si (DEF') cu ponderile a, b, ¢, p respectiv
p, este constantd (unde a, b, ¢, p noteazd uzual elementele triunghiului ABC).

Claudiu-Stefan Popa, Iasi

VIIIL.178. Se considera un cerc C(O, R) si doi diametri perpendiculari AB gi CD.
Pe perpendicularele pe planul cercului duse in extremitatile A, B, C, D se iau punctele
A’ B’ C’, respectiv D’ astfel incat AA’ = BB’ = CC' = DD’ = R, A’ i B’ sa fie
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de aceeasi parte a planului cercului, iar C’ gsi D’ de parti diferite ale lui. Calculati in
functie de R distanta dintre dreptele A’B’ i C'D’.
Temistocle Birsan, Iasi

Clasa a IX-a

1X.146. Fie M, N, P,(Q mijloacele a patru laturi consecutive ale unui poligon cu
n > 4 laturi. Daca M N P(Q este paralelogram, aratati ca n = 4.
Claudiu-Stefan Popa, lasi

IX.147. Fie M un punct in interiorul patrulaterului convex ABCD astfel incat
unghiurile AMB si CMD sunt neascutite, iar triunghiurile AM D si BM C' sunt neob-
tuzunghice. Notam cu R;, Ra, R3 si R4 razele cercurilor circumscrise triunghiurilor
ABM,BCM, CDM, respectiv DAM. Daca Ry = Ry = R3 = Ry, aratati ca ABCD
este romb.

Ovidiu Pop, Satu Mare si Nicugor Minculete, Brasov

V358
18R2’
Andi Gabriel Brojbeanu, elev, Targoviste

IX.148. Aratati ca intr-un triunghi oarecare avem: cos A cos B cos C <

IX.149. Consideram sirul (a,)n>0 definit prin: ag = x € R, 3a,4+1 = a2 —6a,+18,
Vn € N. Demonstrati ca exista o infinitate de valori irationale ale lui x pentru care
toti termenii sirului (a,)n>1 sunt numere naturale.

Radu Miron, elev, lasi

IX.150. Determinati functiile f : R — R, f(x) = az?® + bx + ¢, cu a,b,c € Z,

a # 0 care au proprietatea ca f(1+ f(2)) = f(2+ f(3)) = f(3+ f(4)).
Cristinel Mortici, Targoviste

Clasa a X-a

X.146. Pe laturile triunghiului ABC' ca baze, se construiesc triunghiurile isoscele
asemenea M AB, NAC si PBC astfel incat M si N se afla in exteriorul triunghiului
ABC, iar P se afla in interiorul acestuia.

a) Aratati ca patrulaterul AM PN este paralelogram.

b) Demonstrati cd AM PN este romb daca gi numai daca AB = AC.

Constantin Dragomir, Pitesti

X.147. Rezolvati in R ecuatia

LS N S |
1420 " 1+3° " 14+5° ' 1+30%

Marian Cucoanes, Marasesti

X.148. Determinati functiile f : (1,00) — (1,00) cu proprietatea ca f(z¥) =
(f(2))¥, Y € (1,00), Yy € (0,00).
Ion Nedelcu, Ploiesti si Lucian Tutescu, Craiova
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X.149. Afixele varfurilor unui triunghi echilateral sunt numerele complexe a, b si
b

. o o a C .y
c. Consideram numaérul complex z = 2 + 2 + . Demonstrati ca partea
a— —c c¢c—a

9 . 3
reala a lui z este 3

Sven Cortel, elev, Satu Mare
X.150. Spunem ca o functie f : N — N este aproape identicd daca exista o functie
g : N — N astfel incat f(f(n)) + g(f(n)) =n, Yn € N.
a) Daca functia f este aproape identica, aratati ca functia asociata g este definita
prin g(n) =0, Vn € N.
b) Dati exemplu de functie aproape identica, alta decat functia identica.
c¢) Demonstrati ca singura functie aproape identica gi monotona este functia iden-
tica.
Claudiu Mindrila, Targoviste
Clasa a XI-a

XI.146. Daca x este numar real pozitiv, aratati ca

arctg(z + 1)

arctg x 1 9 9
< = <arctg (x + 1) — arctg :17) < e

1+ (x+1)2 2
Adrian Corduneanu, Iasi

1
X1.147. Consideram girul (z,,),>1 definit prin: z; > 0, anZQ(L—i—l) (:rn+—),
> n B
Vn € N*. Ardtati ca girul este convergent si calculati limita sa.

Ovidiu Pop, Satu Mare si Gheorghe Szollosy, Sighetu Marmatiei
XI1.148. Dacd (xp)n>1, (Yn)n>1 sunt siruri de numere reale, (z,),>1 crescétor,

“~ A .. Yy
astfel incat nxp10 — (n+ Dapgr1 < yp < nxppr — (n+ Dz, Yn > 1, atunci sirul n—z

este convergent.
Dan Nedeianu, Drobeta-Turnu Severin
X1.149. Dreapta y = kx, k > 0, intersecteaza hiperbola zy = a, a > 0, in
punctul de abscisa pozitiva X. Tangenta in X la hiperbola taie axa Ox in punctul Y.
Determinati valorile lui k& pentru care triunghiul OXY este echilateral.
Catalin Calistru, Iasi

20 4 a
X1.150. Determinati matricele A € M3(R), cu A> = [ =32 0 b |, a,b € R,
0 0 4

stiind ca polinomul f(X) = det(X I3 — A) are toate radicinile reale.
Mihai Haivas, Iagi
Clasa a XII-a

1 1 1
XII.146. Se considera girul a, = —— + 4+ ...+ —,Vn € N*, unde p €
n+1l n4+2 pn
N\{0,1} este fixat. Demonstrati ca nu exista polinoame f,g € Z[X] cu proprietatea
ca r) = a,, Vn € N*.
g(n)

Gabriela Drinceanu si Razvan Drinceanu, Craiova
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T 2
/4 dx.
0 \/2+\/2+2sin4x

X11.147. Calculati

’Bogdan Victor Grigoriu

XI1.148. Fie a,b € [1,00), a < b si functia f : [a,b] — R de clasa C?, astfel incat
f(a) = f(b). Demonstrati ca

. M 2b ,
Juin, [ @)l < o — Jmax |f ()]

Ionut Ivanescu, Craiova

XII.149. Rezolvati in C ecuatia 27 — 525 +112° — 152* + 1523 — 1322+ 52 —3 = 0.
Ionel Tudor, Calugareni

XII.150. Fie G un grup comutativ de ordin 2014 i A = {f,, : G — G|fn(z) =

2™, n =1,2013}. Determinati numarul automorfismelor din A.

Cristian Lazar, Iasi

Probleme pentru pregatirea concursurilor

A. Nivel gimnazial

G256. Fie p > 3 un numar prim. Aratati cd numarul p - 2™, n € N, se scrie in
mod unic ca suma (avdnd mécar doi termeni) de numere naturale consecutive.
Elena Iurea, Iasi

G257. Fie a,n € N, a impar si n > 2. Aflati restul impartirii numarului ¢™ prin
a?+1
5

Lucian Tutescu, Craiova gi Dumitru Savulescu, Bucuresti

G258. Determinati numerele abede (in baza 10), stiind c& a + b+ ¢ = e si
L1 1 1 10
a b ¢ d e’ . . .
Catalin Calistru, Iasi
G259. Descompuneti numarul 52°1® — 1 in produs de trei factori mai mari decat
5400.
Constantin Dragomir, Pitesti

G260. Fie a,b, c si d numere naturale nenule disctincte, astfel incat numarul abed
sa fie patrat perfect. Demonstrati ca numarul a + b* 4 ¢* 4 d* se poate scrie ca suma
de cinci patrate perfecte nenule.

Dan Nedeianu, Drobeta-Turnu Severin

G261. Determinati numerele x € [1,00) cu proprietatea ca [(z —1)3] = [z —1]3 =
[(z = 1)(z — 2)(z — 3)], unde [a] este partea intreagd a numarului real a.

Alexandru Blaga, Satu Mare

G262. Fie ABC un triunghi, iar D, F' gi N mijloacele segmentelor BC, AD res-
pectiv AC. Consideram punctele E € (AB) si G € (BD) si notam {M} = DENFG.
Daca punctele B, M si N sunt coliniare, aratati ca dreptele AD si EG sunt paralele.

Cosmin Manea si Dragog Petrica, Pitesti
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