NOTA_ELEVULUT

Caracterizarea unor proprietati

de perpendicularitate
in care sunt implicate punctele O, I, H, G, Oy

Andi Gabriel BROJBEANU!

Abstract. In this Note, a couple of conditions of perpendicularity for some lines determined
by the vertices of a nonisosceles triangle and the points O, I, H, G, Og (the center of the nine point
circle) are characterized. The obtained results are formulated in Propositions 1-4.
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In aceastd Not# avem in vedere numai triunghiuri neisoscele. Pentru un triunghi
ABC de acest fel, punctele O, I, H, G si Og (centrul cercului celor noud puncte) sunt
distincte.

Amintim cd punctele O, H, G, Og sunt coliniare, iar dreapta pe care se afla se
numeste dreapta lui Euler. Se stie ca punctul I apartine dreptei lui Euler a unui
triunghi daca si numai daca triunghiul este isoscel. Asadar, in conditia convenita,
punctul I nu apartine dreptei lui Euler a triunghiului. Mai amintim cd HG = 20G
si cd Og este mijlocul segmentului HO (a se vedea, de exemplu, [1, 2]).

Intre elementele unui triunghi au loc urmatoarele egalitati binecunoscute:

(1) ab+ be + ca = p* +r* + 4Rr,
(2) a® + % 4+ = 2(p* — r* —4Rr),
(3) abc = 4Rrp.

Pentru distantele intre punctele O, I, H, G, Og au loc formulele:

(4) OI? = R? — 2Ry (Euler),
(5) OH? = 9R? + 8Rr + 2% — 2p?,
(6) IH? = 4R* + ARr + 3r* — p?,
1
(7) IG? = §(p2 + 572 — 16Rr),
1
(8) 109 = 5 (R —2r).

Formula (8) se demonstreaza in mod obignuit utilizind teorema medianei in ATOH
relativ la 1Og.

Vom folosi ca instrument de lucru urmatoarea
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Lema. Fie A, B,C, D patru puncte oarecare in plan. Atunci
AB 1 CD & AC? + BD? = AD* + BC?.

Acest rezultat se stabileste usor cu teorema lui Pitagora si poate fi privit ca o
extindere a acesteia (la care se reduce daca unul dintre punctele C' sau D coincide cu
unul dintre A sau B).

Propozitia 1. Intr-un triunghi ABC neisoscel, avem:
1)I0g L BC < 2a="0b+c¢;
2)IG1L BC&3a=b+ec.

Demonstratie. 1) Conform Lemei, avem:
10y L BC & IB* 4+ 09C? = IC? + OyB.
Aplicand de doud ori teorema bisectoarei, se obtin relatiile:
IB% — aC(P_b)’ 102 = ab(p—c).
p p

Pentru calculul termenilor OgB gi OgC' vom utiliza teorema medianei. Ca urmare,

_b) R:+CH® OH? ablp—c) R:+BH?> OH?
10y L BC & 2P0 B+ - _ablp=c) B+ -
p 2 4 P 2 4

& BH? - CH? = %“[c(p —b) —b(p—c)]

& BD? — CD? = 2a(c —b)
<:>c2—62:2a(c—b)
S 2a=0b+c.

(D noteaza piciorul inaltimii coborate din varful A).
2) Avem:

IG L BC < IB? + GC? = IC? + GB?

2 2 2 b?

<:>ac+§ <a2+b2 - 62) =ab+ §(c2+a27 5)
2 3
bh— _Z. 2 b2 _ 2
sab-c)= 2 (- )

S3a=b+c

(myp, m. noteaza lungimile medianelor din B, respectiv C).

Propozitia 2. Intr-un triunght ABC neisoscel este adevdratd afirmatia:

109 1L IG<=2a=b+c sau 2b=c+a sau 2c=a + b.
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Demonstratie. Conform teoremei lui Pitagora,

109 1 IG & 102 + IG? = 09G>.

Tinand seama de formulele (5), (7), (8) si faptul cd OgG = OO0 — OG = %HO -

1 1
gHO = 6HO’ rezulta ca

1 1 1
I0g L IG = Z(R —2r) + §(p2 + 57 — 16Rr) = %(932 + 8Rr 4 2r% — 2p?)
< 9?2 — 18Rr +p* = 0.
Prin calcul si utilizand formulele (1) si (3), avem:
(2p — 3a)(2p — 3b)(2p — 3¢) = 8p® — 12p*(a + b + ¢) + 18p(ab + be + ca) — 2Tabec =
= 8p% — 24p® + 18p(p> + 12 + 4Rr) — 27 - ARrp =
= 2p(9r* — 18Rr + p?).
Combinand rezultatele precedente, vom obtine:
109 L IG < (2p—3a)(2p—3b)(2p—3¢c) =0
& (b+c—2a)(c+a—2b)(a+b—2c)=0
S2a=b+c sau 2b=c+a sau 2c=a+b.
Propozitia 3. Intr-un triunghi ABC neisoscel sunt adevdrate afirmatiile:
1) IO L AG < 2bc = ca + ab,
2) 109 L AG < 2(b—¢)? = (¢ —a)? + (a — b)%.

Demonstratie. 1) Utilizand din nou Lema, avem:

IO L AG = TA2 +0G? = IG? + OA% & 1A% + éOHQ = IG? + R?

be(p—a) 1 1

& C(ppa) + 5 (OF? + 8Rr + 212 = 2p%) = S (p* + 5% — 16Ry) + R?
1

& be— 4Rr + §(9R2 + 24Rr — 3r® — 3p°) = R?

< 3be = p? +r2 +4Rr
< 3bc = ab + be + ca
< 2bc = ca + ab.

2) Notdm cu A; mijlocul laturii BC. Atunci,

I0g L AG < 109 1 AA; < TA? + 0gA3 = T A3 + Og A*
be(p — a) <R> 2 IB2+1C?* a2 AH? + AO?> OH?
& ——+|5) =l—F—F )+ :
» 2 2 4 2 4
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Cum AH = 2Rcos A, obtinem ci AH? = 4R? cos® A = 4R*(1 — sin® A) = 4R? — a°.
Tinand seama de (5), (3) si (2), avem:

be(p — 2 —b b(p — 2 2 _ 2 2
10y L AG & c(p a)+£:ac(p ) + ab(p c)_a7+5R at O
p 4 2p 4 2 4
R? ac+ ab a> B5R%? a? 9R?+8Rr+2r? —2p?
<:>b074RT+T— 9 *4RT*Z+T*5* 1

& dbe = 2ac + 2ab — 3a* + 2(p? — r? — 4Rr)
& 4be = 2ac + 2ab — 3a® + (a® + V* + 2)
& 2(b% + ¢* — 2bc) = (a* + ¢ — 2ac) + (a® + b* — 2ab)
& 2(b—c)?=(c—a)?+ (a—D)>
Propozitia 4. Intr-un triunghi ABC' neisoscel avem
10 1L Al < bc = 6Rr.
Demonstratie. Intr-adevir,
10 1L Al & 10* + 1A? = OA?
belp —
o R _opr4 00 _ g
p

< —2Rr+bc—4Rr =0
< be = 6Rr.

Procedand in acelasi mod, se pot gasi si alte rezultate de acest fel. Nu intotdeauna
proprietatea geometrica se caracterizeaza cu o conditie de forma simetrica, simpla.

Propunem spre verificare urmatoarele afirmatii:

1. IH 1L AG & (b—c)?=a(2a —b—c);

A B
2. IOJ.AI(:)(SRT:bc(:)BsinE :2cos§cos%.
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