NOTA ELEVULUI

Inegalitati stabilite cu un procedeu de reducere
a numarului de variabile - Mixing variables

Iurie BORFEICO', Andreis CIUPAN?

Prezentdm in cele ce urmeazd un procedeu mai recent de rezolvare a inegalitatilor
folosit adesea pentru rezolvarea inegalitdtilor de tip olimpiad&. Ideea ce std la baza
acestuia este urmmaétoarea: cand avem de-a face cu inegalititi, este convenabil s&
transformam o problem& ce comport4 trei variabile intr-una numai cu dous variabile,
sau sd reducem inegalitatea la cazul cAnd unul din numere este egal cu 0. Vom ilustra
acest procedeu prin cateva probleme rezolvate in acest fel. Pornim cu o inegalitate
simpl4 gi binecunoscuta:

1
Exemplul 1. Dacd a +b+c=1, sd se arate cd a® + b> +c* > 3

1
Solutie. Si considersim functia f(a,b,c) = a® + b? + ¢? — 3 si si ardtidm c#

b b
f(a,b,¢) > 0. Observim ci tripletele (a,b,c) si <a—2&— ,%,c) au aceeasi sums
si evaludm diferenta
b b
D:f(a7b,0) _f (a;— 70’; ,C>

a+b a+b
2 7 2

1
Se vede ugor ¢c& D = §(a —b)? > 0, adicd f(a,b,c) > f( ,c), deci ar

b b
fi de ajuns si demonstram ca f a—2|— , a—2|— ,c) > 0, ceea ce este mai convenabil.
. (a+0)? 1 . -
Acest lucru este echivalent cu — 4+ ¢ > 3 Fiindcad a + b+ ¢ = 1, rezultd ci

2 1
a+b = 1—c, deci ne rdmane si demonstrim c# (1—c)?+2c? > 3 < (c 3——3)2 >0,
evident adevidratd. Mentiondm cd inegalitatea de mai sus are multe alte solutii.
S& ne ocupdm de probleme mai dificile, care au solutii surprinzator de directe
prin aceast procedeu.
n b n c < 3
b+c c+a a+b 2

b
bic—’_ P + aib ~ 3 Vom ardta ci f(a,b,c) >

Exemplul 2. Dacd a,b,c > 0, sd se arate cd

Solutie. Fie f(a,b,c) =
f <a, b+c b+ec

5 5 ) Explicitand si apoi desficand parantezele, se obtine inegalitatea
echivalents b + ¢3 4+ ab? + ac? > 2abc + b%c + bc?, inegalitate imediatd datoriti
inegalititii mediilor: b3 + ¢ > b%c + be? si a(b? + ¢?) > a - 2bc. Prin urmare, rimane

b+c
s& ardtdm ci f(a,t,t) > 0, unde t = % Aceastd relatie este echivalentd cu
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a 2t

2t + at+t 2
Exemplul 3. Dacd a,b,c > 0 si abc = 1, atunci a®>+b>+c*>+3 > 2(ab+bc+ca).
Solutie. Fie f(a,b,c) = a? + b*> + ¢ + 3 — 2(ab + bc + ca). Considerim un

triplet convenabil, care s pastreze conditia abc = 1. Un astfel de triplet poate fi

(Vab,\/ab,c). Avem f(v/ab,Vab,c) = ab+ab+c? +3 2(ab+2,/c) = ¢® —4y/c+3.

Mai departe D = f(a,b,c) — f(vab,vab,c) = a® + b* + 4\/c — 2(ab + bc + ca) =

(a — D)% 4 2¢(2vab — a — b), dec1

D = (a—b)? —2¢(va— Vb)? = (a —b)?

& (a—t)? > 0, adevirat. Deci problema este rezolvati.

_(a—b?
U Vat ViR

Fiindcd relatia din enunt este simetricél, putem presupune ci ¢ = min{a, b, c}. Atunci
deducem ci ¢ < /2. Asta inseamni ci ¢ < 2 & 2ab > ¢ = (Va + vb)? >
2
2¢c = (a —b)? — 2c- M > 0, deci D > 0. Asadar, rdméane si ardtdm cé
(vVa+ vb)?
f(Vab,vab,c) > 0 <= ¢* + 3 > 4,/c, adeviirati din inegalitatea mediilor pentru
patru numere.

Exemplul 4. Dacd a,b,c > 0 §i abc = 1, atunci a® +b> +c2+3>a+b+c+
ab+ bc + ca.

Solutie. S considerim functia f(a,b,c) = > a?> — > a — > ab+ 3 si si demon-
stram cd f(a,b,c) > 0. Vom alege un triplet convenabil pe care s-1 intercaldm intre
f(a,b,c) si 0. Un astfel de triplet, la care si produsul e invariant este (vab, Vab, c).
Se vede c& f(vab,Vab,c) = ¢ + ab — 3 — 2v/ab — ¢(1 + 2v/ab). Atunci D =
f(a,b,¢) — f(vab,vab,c) = a®> + b* — (a + b) — (bc + ca) — 2ab + 2v/ab + 2¢\/ab.
Prin grupare convenabild a termenilor, se obtine D = (a —b)? — (va —vb)?(c+1) =

2
(a — b)%2 — ﬂ(c +1), de unde D = (a — b)? <1 — L) Fiindc#
(va+vb)? (vVa+ vb)?
inegalitatea din enunt este simetrica, putem presupune ci ¢ = min{a, b, c}. De aici,
¢ < 1siab > 1, de unde obtinem succesiv ¢ +1 < 4 < 4vab < (Va + \/5)2

1
deci et 1 <0= D >0. Deci, si demonstrim c& f(v/ab,Vab,c) >0 <

(Va+vb)?
A+(1/ye— 1)2 +2 > ¢+24/c. Dar aceastd relatie din urmé este adevaraté, deoarece
2+ 2>2c+1>c+2y/c In concluzie, problema este rezolvati.

Exemplul 5. Se dau a,b,c > 0, cu a+b+c = 3. Atunci \/a+ vVb+ /¢ >
ab + be + ca.
(Indicatie. Considerdm f(a,b,c) = > +/a — > ab. Atunci

2
f(a,b,c>—f<a,”;“’“> Vbt Ve Vabra et LoD -

N ENAY (Vb VRV + e+ /2(b+0)) —
- 2 Vb+ e+ /20 +c)

Cu presupunerea a = min{a, b, ¢} si dup# efectuarea calculelor, se obtine f(a,b,c) >

b+c b+c
> 0.
fla, 55 225 2 0)
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Exemplul 6 (Inegalitatea lui Schur). Dacd a,b,c >0 gi r >0, atunci
a"(a=b)(a—c)+b"(b—a)(b—c)+"(c—a)(c—b) > 0.

Solutie. S& consideram f(a,b,c) = a"(a—b)(a—c)+b"(b—a)(b—c)+c"(c—a)(c—b)
si s demonstrim ci f(a,b,c) > 0. Se poate observa ci f(a,a,c) = c"(c —a)? > 0.
Raméne si ardtam ci f(a,b,¢) > f(a,a,¢) & f(a,b,¢) — f(a,a,c) > 0. Dar, un mic
calcul ne aratd ci f(a,b,c) — f(a,a,¢) = (a —b)[(a —c)(a" — ") +b"(c—b)] > 0,
dacd considerdm ordonarea a > ¢ > b, permisd de simetria inegalitdtii din enunt.
Prin urmare, f(a,b,c) > f(a,a,c) > 0 si inegalitatea este demonstratd.

4

Exemplul 7. Dacd a,b,c >0, a+ b+ c =1, atunci a®b + b*c+ c?a < 77

Solutie. Se observi ci alegerile de triplete folosite in exemplele precedente nu
mai duc la rezolvarea problemei; este nevoie de alegerea unui triplet inspirat. Pentru

cd "ghicim" si verificdm c& egalitatea are loc dacd a = 0, b = =, ¢ = —, incercidm

un alt triplet care si ilustreze acest caz de egalitate. Mai intai, considerdm functia
4

fla,b,c) = a?b+b*c+c?a— 77 apoi evaludm diferenta D = f(a,b,c) — f(0,a+b,c).

Obtinem D = —a(bc — (¢ — a)(c —b)). Atunci cand c este intre a i b, se vede ci
D <0 (putem face aceastd presupunere, deoarece inegalitatea din enuny este ciclici
in cele trei variabile). Deci ar fi de ajuns s& demonstrim ci f(0,a + b,¢) < 0.

Deoarece a + b + ¢ = 1, relatia precedenti este echivalentd cu (a + b)%c < > &

8
2¢(l—¢)(1—¢) < o7 care rezultd direct din inegalitatea mediilor.

Exemplul 8. Dacd a,b,¢ >0 si a+ b+ c=3, sd se afle maximul expresiei
E(a,b,c) = ab(a + b) + be(b + ¢) + ca(c + a).
Solutie. Dacid a = b = ¢ = 1, atunci expresia are valoarea 6, care nu este maximul

R 3
ei. Insd vedem c&, dacd ludm un numar egal cu 0 si celelalte doud egale cu > atunci
27
expresia ia valoarea R Vom ar#ta ci acesta este maximul expresiei. Considerdm
27
functia f(a,b,c) = ab(a+b)+be(b+c) +ca(c+a) — R Cu presupunerea a < b < ¢,
obtinem f(a,b, c)— f(a+b,c,0) = a?(b+c)+b*(c+a)+c*(a+b)—(a+b)?c—c?(a+b)
27
abla+b—2c) <0. Cum f(a+b,c,0) <0< (a+b)-c-(a+b+c) < 7 (a+b)c <

(adeviratd din inegalitatea mediilor!), problema este rezolvati.

o ||

Exemplul 9 (Inegalitatea lui Turkevici). Dacd a,b,c,d > 0, atunci
at + b+t + dt + 2abed > a?b* + a*? + a*d? + b2 + b2d? + *dP.
(Indicatie. Notim f(a,b,c,d) = > a* + 2abed — 3" a?b?. Presupunand ordinea
a<b<c¢<d, searatd ci f(a,b,c,d) > f(a,b,c,c) > f(a,b,b,0) > f(a,a,a,a) =0.)

Exemplul 10. Dacd a,b,c > 0, sd se arate cd (a + b+ ¢)® > 8labe (a® + b + c?).
Solutia 1. Inegalitatea din enunt fiind omogen&, putem presupune ci a + b +
¢ = 3. Astfel, rimane si demonstrém ci abc (a® +b* +¢*) < 3. Fie f(a,b,c) =
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b+c b+c
2 7 2

abe (a® +b* +¢*) — 3. Se aratd cd f <a, ) — f(a,b,¢) > 0 gi apoi cd

b+c b+c .
_ < 0 in urma unor calcule de rutinéa.

(et

Solutia 2. Se tine cont din nou de omogenitatea inegalitdtii din enunt si se
presupune abc = 1. Pentru a demonstra ci (a+b+c)® > 81(a% + b2 + ¢2) se
procedeazi astfel: ardtim ci f(a,b,¢) > f(a,vbc,vbc) > 0, unde f(a,b,c) =
(a+0b+c)® —81(a® + b2 + c?).

Solutia 3. Vom demonstra inegalitatea din enunt fird a folosi metoda "mixing
variables", pentru a arta ci, desi aceasta metoda este eficienta pentru un numér
foarte mare de probleme, pot exista si solutii mai simple. Folosind binecunoscuta
(ab + be + ca)? )
——— deci

3la+b+c)
ar fi de ajuns s demonstram ci (a + b+ ¢)® > 27 (ab + be + ca)® (a® +b% +c?). Am
putea finaliza rezolvarea tot prin mixing variables, dar alegem inegalitatea mediilor:

inegalitate (ab + bc + ca)? > 3abe(a + b+ ¢), deducem c& abe <

(a—l—b+c)2:ZaQ—&—Zab—i—Zabz3€/(a2+b2+02)(ab+bc+ca)2,

de unde, prin ridicare la puterea a treia, rezulta chiar inegalitatea cdutati.

Exemplul 11. Se dau a,b,c > 0, astfel incit ab+bc+ca = 1. Sd se afle minimul
1

a+b+b+c+c+a'

(Indicatie. Minumul este 3 si se obtine cand dou# din numere sunt egale cu 1

expresiel

gi celdlalt este 0. Putem considera doud triplete pentru compararea cu f(a,b,c)
gi cu 0: a) f(a,b,c) > f(a,t,t) > 0, ¢t = \J(a+b)(a+c)—a; b) fla,bc) >

1
R > 0.
f<0’a+b’a+b) >0.)

Aplicatii

1. Sedau z,y,2>0six+vy+2=3; sd se arate cd 2 + 3% + 22 + zyz > 4.

2. Se dau a,b,c > 0, abc = 1; s# se arate ci 3(a® + b? + ¢?) + 23 >
>4(a+1) O+ 1) (c+1). . o

1
3. Daci a,b,c > 0¢gi abc =1, si se arate cd — + -+ — + ——— >
a b ¢ a+b+c

4. Fie a,b,c >0, a+b+c=1. S se arate ci a?b+ b%c + c?a + abe < 77
1 1

1
(a+b)? + b+ c)? + ct a)2) (ab+beH-ca) >

. Dac& a,b,c > 0, si se arate c& <

5
9 L
> 1 (Olimpiadd Iran, 1996).
1 b 7
6. Dacil a,b,c € [<; 3], si se arate ci a4 + + ¢ > —.
3 a+b b+c c+a "5
7.Fiea,b,c > 0siabc = 1. Si se arate ¢ 2(a®+b%+c?)+18 > 3(a+1)(b+1)(c+1).
8. Numerele reale a, b, ¢ satisfac relatia a® + b%> + c> = 9. S# se arate ci
2(x4+y+z) —xyz <10 (Test de selectie, Vietnam).

9. Dacd a,b,c > 0, si se arate ci (a+ b+ 0)4 > 16 (azb2 + b2+ c2a2).
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10. Dacd a,b,c > 0 si a4+ b+ c =1, atunci si se arate ci
(a2 + b2) (62 + c2) (02 + a2) >8- (a2b2 + 622+ c2a2)2 .
11. Dacd a,b,c > 0cua+b+c=3si k > 0, si se afle valoarea maxima a
expresiei
Eope=abla+b+k)+bc(b+c+k)+calc+a+k) (Andrei Ciupan, 2007).

12. Se dau numerele reale pozitive ay, as . . . a, astfel incat a?+a3+ - -+a2 = 1. S&
se afle maximul expresiei F = (1—a1)(1—az2) - - - (1—a,,) (Baraj,Seniori, Romania,2007).
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Din partea redactiei

De-a lungul celor noud ani de aparitie a Recreatiilor Matematice, am avut bucuria
de a urmaéri evolutia multor elevi de exceptie. Probleme si note semnate Gabriel
Dospinescu, elev, Onesti, au fost urmate de altele semnate de acelagi, dar student,
Bucuresti, si apoi student, Paris. Alti tineri, precum Oana Carji, Cezar Lupu,
Irina Mustatd, Marius Pachitariu (pentru a-i aminti mécar pe premiantii revis-
tei) si-au fdcut ucenicia in paginile Recreatiilor, fiind acum studenti eminenti ai unor
universitati prestigioase.

Parcd insd nicio promotie nu ne-a adus atatia colaboratori ca aceea care tocmai
si-a incheiat studiile liceale in 2007. Ne facem o pldcutd datorie de a aminti numele
acestor proaspeti studenti (majoritatea la facultiti de matematici):

Adrian Zahariuc, Baciu (o notd matematicd, 15 probleme propuse);
Alexandru Negrescu, Botosani (dou# note matematice, 10 probleme propuse);
Turie Boreico, Chisindu (o notd matematics, 2 probleme propuse);

Vlad Emanuel, Sibiu (6 probleme propuse, cel mai bun rezolvitor);

Bogdan Ciacoi, Gherla (doud note matematice, 1 problem& propusi).

Alidturi de acestia, au mai publicat o notd Anca Timofte si Alexandru Tur-
canu (Botosani), au propus probleme originale Cristian S&vescu (Focsani), Ruxan-
dra Valcu, Iulia Zanoschi, Florin Asdvoaie (toti din Iagi), au fost mentionati
cu solutii deosebite ale unor probleme Dana Timofte, Diana Prodan, Adrian
Hamciuc (Tasi), au primit premii acordate rezolvitorilor Ciprian Costin, Radu

Ciucanu, Mihai Danaila, Mircea Avram, Andrei Tofan, Cilin Turliuc, Ste-
fana Brinisteanu, Alina Andriescu si Irina Pruteanu.

Tuturor le multumim, le dorim succes in viitor si pe toti ii agteptdm in continuare
aldturi de Recreatii Matematice!
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