Generalizari ale unor inegalitati din RecMat
Alexandru NEGRESCU!

Ne propunem si generalizam urmatoarele inegalitati aparute in revista "Recreatii
Matematice":

X.53. (nr. 2/2004, p. 155). Fie a,b,c € (1,00) astfel incit a+b+c=9. Sa se
arate ca
log, (26° + ¢®) +log, (2¢* + @®) + log, (2a® 4+ b%) > 12.
Angela Tigaeru
IX.48 (nr. 1/2004, p.77). Fie a,b,c € (0,00) cu a + b+ c+ Vabc = 4. Si se

arate ca
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Cezar Lupu
VIL.17 (nr. 1/2001, p. 74). a) Fie x,y,z € [2,00). Ardtali cd
(1’2 + y) (y2 + z) (22 + :E) > 2Txyz.
b) Fie z,y,z € [3,00). Aratati ca (2* +y) (y* + 2) (22 + z) > 64ayz.
Lucian Tutescu

Solutii ale acestor probleme pot fi gisite in numerele 2/2005, 1/2005 si respectiv
1/2002 ale revistei.

Problema 1. Date numerele ay,as,...,a, € (1,00), n > 2, fie S = a1 + as+
+---+a,. Si se arate cd
10, (205 +a§ + -+« ) + 10, (af + 2] + -+ al) + -+
> "
~ log, S —1
S

cu egalitate daca gt numai daca a1 =ags =+ = a, = —.

+log,, (201 +ay + - +ay_4) +n?,

n
Solutie. Notdm cu F membrul stang al inegalitatii. Utilizand inegalitatea medi-
ilor, avem:

E >log,, (na%a3 e an) + log,, (nala?s e an) +---+log, (na%ag X 'an,l) =

= Zlogai n—+2 (loga1 az +log,, az + -+ +log, a1) +
i=1

+ [log,, (as- - an) +1log,, (a1as - ay) + -+ +log, (az - an_1)] >

n
> Zlogai n+2n+n ’{/Ioga1 (ag---ayp)---log, (a1---an_1).
i=1

Dar

__Inaz+Inas+---+Ina, S (n—2) (111&3-~-111an)"_i2

log,, (az---an)
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1 Elev, cl. a XI-a, Colegiul National "A. T. Laurian", Botosani
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Cu aceastd inegalitate si analoagele ei, vom avea
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2 2
_ n tn2> n n+n2:#+ﬂ2
log,, (a1as - ay) log <a1 +a2+---+an) log, S —1
" n

si astfel inegalitatea este dovedita. Cazul in care are loc egalitate se obtine cu usu-
rinta.

Observatie. Inegalitatea din Problema X.53 se obtine pentru n =3 g¢i S = 9.

Problema 2. Date numerele ay,as,...,a, € (0,00), n > 3, fie S = a; + as+
+---+a, + "Yajas---a,. Si se arate ca
ai a3
+ ot
a1 + k »~Yagaz---a, as+kn Yajasz---a,
s \ T
N L5 ()
an +k n/araz " an—1 k+1 ’

cu egalitate daca gi numai dacd a1 =ag=---=a,=1g S=n+1.

Solutie. Notand cu E primul membru al inegalitatii si utilizdnd inegalitatea
Cauchy-Buniakowski-Schwarz si cea a mediilor, obtinem

E> (a1 +az + - +an)’ > (a1 +as+ - +a,)’ _
T X (ke azas - an) Z(a1+kaz+a3+-~-+an>
n—1

n 2 n
_ (Ximg @) _ D i G (%)
(E+1)>7"  a k+1
Pe de alta parte, pornind de la S = a; +as + -+ + a, + "Yajas - a, si folosind
din nou inegalitatea mediilor, vom avea

S>m+1) "% [Lai /1 @
i=1 =1

S n+1 n n—1
> ; .
(n+1) = (Z]_:[l%)
n+1

n . n S T
;ai:S— il:[laizs— (n—l—l)

Introducénd in (x), vom obtine inegalitatea din enunt. Egalitate avem dac8 gi numai

S
dacdi a1 =as =---=a, = '"jl/a1~-an:?,adicéaizl,ieN@S:n—kl.
n

de unde

Ca urmare,
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Observatii. 1) Mai general, putem considera ay,ag,...,a, € (0,00), n > 3, si
S=a+ay+--+a,+ Yaraz - an, p > 3; se va obtine

1 g p(n:—ll)
P

E>——|5—

T k41 <n+1>

2) Pentru n = 3 gi k = 1 regdsim inegalitatea din Problema IX.48.

In privinta Problemei VII.17, vom spune mai intai cd in nr. 1/2002, la pag. 66,
sunt prezentate doua demonstratii pentru urmatoarea generalizare a acesteia:

Fie x,y,z € [n,00), n € N. Aratati ca (a;2 + y) (y2 + z) (z2 + :1:) >(n+ 1)3 TYZ.

O inegalitate gi mai generald este data de

Problema 3. Fie x1,23,...,2, € [k,00), k,n € N* gi n > 2. Ardtati ci
E(n—2)+1
(@77 22) (257" +as) o (af T o) > (R + 1) (@122 2) T
Cu egalitate dacd si numai dacd z; =k=1,i=1,n, sau z; =k, n=3,i=1,3.
Solutie. Sd notdm din nou cu E membrul intai al inegalitdtii de demonstrat.
Observam cd x1 > k implicd x?fl > k:t’f*2 si

-1 -2 -2 -2 -2
o ey >kt g =2 2T 4 2T+ .

k

Deci ac?*Q +axo > (k+1) " xlf("fz)xg. Utilizand aceasta inegalitate si analoagele
ei, obtinem ca

k(n—2)+1

E>(k+1)" k+\1/$/1€(n72)+1x72€(n72)+1 gD ) (g )
cu egalitate aga cum este specificat in enunt.

Observatie. Inegalitédtile din Problema VII.17 se obtin pentru k = 2, n = 3 si
respectiv k = 3, n = 3, iar generalizarea lor, datd in revista, pentru n = 3.

Recreatii ... matematice

Cand se nagte, omul zice AA... . Cand moare, zice MOR. .. . Asadar, intervalul
vietii este [A, MOR)], adici AMOR.

Vizitati pe Internet revista "Recreatii Matematice" la adresa

http: //www.recreatiimatematice.uv.ro
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