NOTA ELEVULUI
Principiul cutiei si aplicatii
Bogdan CIACOI!

Exista probleme de matematici care pot fi abordate cu mijloacele gandirii co-
tidiene, dar care necesitd multd imaginatie si ingeniozitate. Un exemplu de acest
fel sunt problemele care pot fi rezolvate utilizand principiul cutiei sau principiul lui
Dirichlet. Acest principiu se formuleaza in felul urmator:

Daca n obiecte se repartizeazd in m cutic §¢ n > m, atunci cel putin o cutie
contine mai mult decdt un obiect.

Prezentdm cateva probleme ce ilustreaza aplicarea acestui principiu. Avem in ve-
dere nu numai utilitatea unui astfel de subiect, ci gi faptul c& anul acesta se implinesc
200 de ani de la nagterea marelui matematician J. P. G. Lejeune-Dirichlet.

1. Sa se demonstreze ca pentru orice numar impar a se gaseste un numar natural
b astfel incat 2° — 1 sa se divida prin a. ([2], Problema 11, p.58)

Solutie. Fie numerle 2° — 1, 2 — 1, ... , 2% — 1. Prin impértirea la a a acestor
a + 1 numere se vor obtine a resturi. Conform principiului lui Dirichlet rezultd ca
existd cel putin dousd numere ce dau acelasi rest. Fie ele 28 —1 g 2™ — 1 cu k < m.
Ca urmare, numérul (2"’ — 1) —(2m—1)=2* (2'”_’“ — 1) se divide prin a. Cum a
este impar rezultd ci 2% — 1 se divide prin a. Asadar putem lua b =m — k.

2. Intr-un cub cu latura de lungime 1 sunt situate n® + 1 puncte distincte. Sd se
demonstreze ca printre aceste puncte existd doud la distantd mai micd sau cel mult
egald cu v/3/n.

Solutie. Impirtim muchiile cubului in n péarti de lungimi egale si apoi impértim
cubul (intr-un mod evident) in n® cubulete. Conform principiului lui Dirichlet, exist#
un cubulet ce contine in interior sau pe fete dous din cele n® + 1 puncte date.
Distanta dintre aceste puncte este cel mult egald cu lungimea diagonalei cubuletului,
adica \/§/n Sa observam ca, dacd punctele sunt luate in interiorul cubului, atunci
numarul \/§/ n nu poate fi cea mai mica dintre distantele rezultate.

3. Se considerd zece numere naturale de cdte doud cifre (scrise in baza zece). Sa
se demonstreze ca din aceste numere se pot forma doud grupe mevide gi distincte
astfel incdt sumele numerelor din fiecare grupa sa fie egale. (O.1.M., 1972)

Solutie. Numarul de grupe distincte care sunt nevide si diferite de multimea
celor zece numere date este Cfy + C%y+ - - -+ C}y = 2'9 — 2 = 1022. Suma numerelor
din oricare dintre aceste grupe este cuprinsa intre 10 si 99 +98 + - - - + 91 = 855. Ca
urmare, existd doud grupe ce au proprietatea cerutd in enuntul problemei.

4. Pe un satelit sferic de raza 2 sunt amplasate 9 statii de emisie-receptie.
Demonstrati ca exista doua statii pe satelit aflate la o distantd ce nu depaseste .
(Concursul "Fl. T. Campan”, 2002).

Solutie. Cu ajutorul a trei cercuri mari, situate in plane doua cate doua perpen-
diculare, impartim suprafata sferei in 8 sectoare. Existd doud puncte situate intr-un
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acelagi sector, iar distanta intre ele nu va putea depdsi un sfert din lungimea unui
cerc mare, deci nu va fi mai mare decat .

5. Sa se arate ca orice numar natural relativ prim cu 10 admite un multiplu
care se scrie folosind numai cifra 3. (Lucian-Georges Ladunca, Problema VI.49,
RecMat - 1/2004).

Solutie. Dacid n € N cu (n,10) = 1, "cutiile" vor fi resturile modulo n si in

ele vom ageza numerele 3, 33, 333, ..., 33...3. Astfel, vor exista doud numere cu
——

n+1
acelagi rest la impdrtirea prin n gi atunci n va divide diferenta lor, care este de forma
33...3-10"*. Deoarece (n,10%) =1, urmeazé ci n | 33...3, de unde concluzia.

Observatie. Daca in locul numerelor 3, 33, 333, ... am fi considerat numerele
1, 11, 111, ..., cu exact acelasi rationament am fi obtinut c&d n admite un multiplu
care se scrie folosind numai cifra 1. Dacd n | A, atunci n | aA, Va € N, prin
urmare n va admite un multiplu care se scrie numai cu ajutorul cifrei a, pentru orice
a€{l,2,...,9}.

6. Trei elevi scriu cate un numar de 2001 cifre: A = azg01G2000 - - - G201, B =
b2001b2000 - - - b2b1, C = C3001C2000 - - - CaC1. S se arate ca in scrierea acestor numere
exista trei pozitit m, n, p astfel incdl am = an = ap, by = by, = by, ¢y = cn = Cp.
(Gabriel Popa, Problema G1, RecMat - 2/2001).

Solutie. In RecMat 2/2002 este prezentatd o solutie a acestei probleme; vom
da in continuare o altd solutie. Existd 10 cifre gi, cum numérul A se scrie cu 2001
cifre, conform principiului cutiei vor fi macar 201 cifre egale. In num#rul B, urmirim
numai cele 201 cifre aflate pe aceleasi pozitii cu cifrele egale ale lui A; aplicand iar
principiul cutiei, printre cele 201 cifre vor exista 21 de cifre egale. In C, urmarim
cele 21 cifre aflate pe aceleasi pozitii cu cifrele egale ale lui B; printre ele, vor exista
mécar 3 cifre egale. Pe pouzitiile acestor trei cifre, atat in B cat gi in A avem cifre
egale si rezolvarea este incheiata.

7. Sa se arate ca oricum am alege 51 de numere naturale distincte intre 1 gi 100,
existd printre ele doud a, b astfel incdt a | b. (Concursul "FI. T. Campan", 2004).

Solutie. Avem de-a face cu o problema dificild, in care este foarte greu si alegem
bine "cutiile". Vom proceda astfel: partitiondim A = {1,2,3,...,100} ca A = A; U
Ay U---U A5, A; N A; = 0, considerand

A;={(2i—1)-2"|keN,(2i —1)-2" <100} .

Mai clar, A1 ={1,2,4,8,16,32,64}, A>={3,6,12,24,48,96}, A3 ={5, 10, 20, 40, 80},
ey Agg = {97}, Aso = {99}. Cum sunt date 51 de numere, mécar doud se vor
afla intr-o multime A, (bineinteles, una care are mécar doud elemente). Cum intr-o
multime A, oricare ar fi o pereche de elemente, cel mai mic il divide pe cel mai mare,
obtinem concluzia.
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