Asupra unei inegalitati conditionate
Cezar LUPU!
La OBM - 2001 a fost datd problema urméitoare:
Fie a,b, c numere reale strict pozitive astfel incat a +b+ ¢ > abc. Sd se arate ca
a? + b% + c? > abe/3. Cristinel Mortici, Roméania
Solutia autorului utilizeazd metoda reducerii la absurd. Presupunem c& are loc
inegalitatea contrars, adici a® 4+ b? 4+ ¢ < abey/3. Aplicand inegalitatea Cauchy-

1 1
Schwarz, obtinem abey/3 > a?+b>+¢% > g(a +b+ c)2 > g(abc)Q, de unde abc < 3/3.

Pe de alti parte, aplicand inegalitatea mediilor, avem abcy/3 > a® + b2 + ¢ >
> 3va2b2e? si, deci, abe > 3v/3. Se obtine astfel o contradictie.

Alte solutii ale acestei probleme sunt prezentate in [1] si [2].

1. Problema de mai sus poate fi intaritd astfel:

Problema 1. Sa se arate cd, dacd a,b,c > 0 si a + b+ ¢ > abc, atunci
ab + be + ca > abey/3.

Solutia I. Ipoteza si concluzia se pot scrie in felul urm&tor: pr + e + —>1si
a ¢  ac
1 1 1
—+ 3 + - > /3. Utiliz&m binecunoscuta inegalitate (x+y+ 2)2 > 3 (zy + yz + 2x),
a c

1 1 1\° 1 1 1
Vz,y,z € R (1) pentruaobtine [ —+ -+ -] >3 —+ — + — |, din care rezultd
a b ¢ ab  be  ac
1 1 1

et —+— +—>+/3.
a b c

Solutia II. Inegalitatea cerutd rezultd direct din inegalitatea ab + bc + ca >
> y/3abc(a+b+c), Va,b,c € Ry (2) (aceasta se reduce la (1), dacd notdm x = ab,
y =besi z = ca).

Problema 2. Se considerd a,b,c > 0 astfel incit a+ b+ c > abe. Sa se arate cd
bc ca ab V3

a?(b+c) T (c+a) ta (a+0b) ZT' Cezar Lupu
Solutie. Pentru prescurtarea scrierii folosim insumarea ciclici Z Avem

be 1 (be)? < 1 (bc+ ca+ ab)® _ab+bc+ca>\/§

ZaQ(b+c)_%Za(b+c)*%.2(bc+ca+ab)_ 2abc =2

, adeviratd conform inega-

be)?
._a folosi 2<9 (
(s-a folosit (bc + ca + ab)” < (bc+ca+ab)za(b+0)

litdtii Cauchy-Schwarz).
2. Avand ca punct de plecare inegalitatea conditionatd datd la OBM, se pot
obtine inegalititi geometrice intr-un triunghi. S& observim mai intai c& avem:
Dacd a,b, c sunt lungimile laturilor unui triunghi oarecare inscris intr-un cerc de
razd egald cu unitatea, atunci a + b+ ¢ > abc.
In [2] sunt date patru demonstratii. Reproducem una dintre ele. Formulele
abc
4RS = abc si S = pr conduc la relatia P = 2Rr. Utilizdnd inegalitatea
a c

lui Euler si faptul c8 R = 1, obtinem inegalitatea dorita.

1 Elev, cl. a X-a, Colegiul National "Mircea cel Bitran", Constanta
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Ca urmare, in conditia impusd triunghiului, are loc gi inegalitatea
a? +b% 4+ ¢ > abey/3. De altfel, aceasta din urmi rezultd direct din cunoscuta
inegalitate a® + b2 + c? > 453 (Weitzenbock, 1919) pentru R = 1.

O intdrire a acestor inegalititi este data de

Problema 3. In orice triunghi este satisfacutd inegalitatea
ab + be + ca > avbe + by/ca + evab > 453, In particular, dacd R = 1, avem
ab 4+ bc + ca > ax/%—&—b\/ﬁ—i—cx/ﬁz abey/3.

Solutie. Prima parte a dublei inegalititi se dovedeste astfel: Z ab > Z avbe &

1 1 1 1 1 1
—+-4+->—=+—=+—= © A+ B>+ C? > AB + BC + CA (s-a notat
a b1 c w/lab /be . Vvea - (

=—, B=— gi C = —=), care este adevirati.

va’ Vb Ve /3

1
Demonstram acum partea a doua, adici Za\/ be > 454/3 sau Z W > =
c

Cu inegalitatea Cauchy-Schwarz sau utilizind inegalitatea (2) de mai sus, obtinem

1 9 9 . 9 V3
Z —_— > > . Este suficient ca > =

Vbe Z\/E /3 (ab + be + ca) 3(ab+bc+ca) R
sau, echivalent, ab + bc + ca < 9R?. Aceasta decurge din ab + bc + ca < a® + b + 2
si faptul cunoscut ci intr-un triunghi are loc a? + b 4 ¢? < 9R?.

Problema 4. Sd se arate cd in orice triunghi inscris intr-un cerc de razd egald
b 11 1

cu 1 are loc inegalitatea & + — + £ +V3<2[=+=+=). Cezar Lupu
bc  ca ab a b ¢

Solutie. Este binecunoscutii inegalitatea a + b2 + ¢ > 45v3 + (a —b)* +
+ (b—¢)’+(c — a)* (Finsler si Hadwiger, 1938). Este echivalent cu 2 (ab + be + ca) —
— (a2 + 0%+ 02) > 45+/3 si tinand seama ci R = 1, conduce la inegalitatea ceruta.
Problema 5. In orice triunghi inscris intr-un cerc de razd 1 are loc urmdtoarea
b c 3

a

be (b + c) + ca(c+ a) * ab (a + b) = 2(a+b+c)

Solutie. Utilizand rezultatul din Problema 3 si inegalitatea Cauchy-Schwarz,
3a?b*c? < (av/be + by/ca + cv/ab)? < (av/be)?

(a+b+c) — 2(a+b+¢) _Z b+c

2b2¢?, obtinem inegalitatea dorit4.

inegalitate: Cezar Lupu

putem scrie: 3 , de unde, prin

impdartire cu a
3. Propunem spre rezolvare urmétoarele probleme:
1. Se consider3 a, b, ¢ trei numere reale strict pozitive astfel incat a + b+ ¢ > abe.
2 2 2
a b c 3V3
+ + . Cezar Lupu, G.M.
be(b+c¢) ca(c+a) ab(a+bd) — 2 pth,
2. Fie ABC un triunghi oarecare inscris intr-un cerc de razi egald cu 1. Ardtati

cd PA+PB+ PC > \/?gAB -BC-CA,VP € Int (ABC). Cezar Lupu

Aratati ca
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