CHESTIUNI METODICE
O problema si ... noua solutii
Gheorghe IURFEA', Gabriel POPA?

In numsrul 2 /2007 al Recreatiilor Matematice, Enache Patrascu a propus spre
rezolvare problema

G133. Fie ANABC echilateral si D un punct astfel incat BD = DC, m(?D\C) =
30°, iar BC separd A si D. Dacd E € (BD) cu m(BAFE) = 15°, sd se arate cd
CE 1 AC.

Solutia autorului problemei (prezentatd mai jos) recurge la o constructie ajuti-
toare interesants, dar greu de gisit. Incercirile de a aborda problema intr-un mod
diferit au fost incununate de succes intr-o misurd mai mare decat ne agteptam; in
cele ce urmeazd pot fi gisite noud solutii ale problemei, iar cititorul probabil c& va
mai observa gi altele.

Solutia 1. Notdm cu A’ simetricul lui A fatd de BC. Observim ci m(m) =
m(ﬁB\C’) - m(A/’B\C) = 75° — 60° = 15°, prin urmare EBA = EAA'. Deducem ci
patrulaterul ABE A’ este inscriptibil, de unde EA'B = EAB, adic4 m(m) = 15°.
Obtinem astfel ci AEBA’ este isoscel cu EB = EA’ i de aici rezulti cd E se afld
pe mediatoarea segmentului [BA’], deci CE 1 BA’. Este insi clar ¢ BA' || AC,
prin urmare CE L AC (fig.1).
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Solutia 2 (Sergiu Prisacariu, Cristian Lazir). Fie F' € (BD) astfel incat
CF 1 ACj; atunci m(BCF) = 90° — 60° = 30° si cum m(CBF) = 75°, deducem
cd m(CFB) = 75°. Rezultd ci CB = CF, de unde CA = CF, adicd ACAF este
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dreptunghic isoscel, cu m(@’) = 45°. Astfel, m(ﬁ) = 60° — 45° = 15°, prin
urmare m(@) = 15° gi astfel F = F, de unde concluzia problemei (fig. 2).
Solutia 3 (Enache Pitragcu). Considerdm punctul S pentru care AB = BS,
AB 1 BS, iar AB separd C gi S. Cum m(XB\E) = m(/B\E) = 135°, deducem ci
AABE = ASBE (L.UL.), de unde AE = SE. Insi m(SAE) = 45° + 15° = 60°,
deci AASE este echilateral. Rezultd ci AABS = NACE (SA = AE, AB = AC,
iar m(S/A\B) = m(E%’) = 45°), prin urmare m(A/C\E) = m(fTB\S) =90° (fig. 3).

Solutia 4 ( dupd o idee datd de Cidtdlin Budeanu). Vom calcula laturile
AACE in functie de a = AB. Mai intai, observdm c#, daci {M} = AD N BC, avem

ax/ﬁ a a\/§ a
cd AD = AM + MD = + = + =a(l++3). Apoi,
2 2tgle 2 2(2-3) (1+v3). Ap

BE AB V3-1

cum AF este bisectoare in AABD, atunci — = — = si, pe de alta parte,
\/_ED AD 2
2.AB-AD 202 (1+v3) V2+3
AEF = —————cos15° = . = av/2. Folosind relatia lui
AB+ AD a2+ 3) 3 V2 §
Stewart in ABCD, obtinem ci CE?-BD = BC?>-DE+CD? . BE—BE-DE-BD. Am
3—-1
vizut mai sus cd BE = \/_2 - ED; dupa calcule de ruting, deducem c&d CE = a.

In concluzie, CA = CE = a si AE = aV/2 i, din reciprova teoremei lui Pitagora,
rezultd cad EC L AC (fig. 4).
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Solutia 5. Fie {N} = AD N CFE si G centrul triunghiului ABC; ca in solutia
} . BE _V3-1 : N .
precedentd, avem c& D = 7 de unde, folosind proportiile derivate, obtinem
DE
ca DB =+3-1. Aplicdm teorema lui Menelaus in ABM D cu transversala E— N —
. BE DN MC DN .
C; deducem cid D NM CB - 1, de unde =2 (\/§+ 1). Dupé calcule de
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3+vV3 3+2v3 DN
rutind, rezultd cd DN = a(—\/_)’ DG = a(—\/_)’ si atunci — = /3 — 1.
) DE DN .3 2 DG
In concluzie, DE - DG gi din reciproca teoremei lui Thales obtinem ci NF || BG,

prin urmare NE 1 AC, tocmai concluzia problemei (fig. 5).

Solutia 6. Folosim teorema sinusurilor in triunghiurile ABE si BC' D, obtinand

cd BE _ AB respecti B¢ _ BD Se verificd prin calcul faptul ci
Csnle w30t ORI sns0n T sinrsen 0P P
sin sin —
= | — == AB = BC si CBE = CBD 8 cd
300 75’ eci 1B D Cum CsiC CBD, urmeazi ci

ACBE ~ ADBC, prin urmare m(B/CE) = 30°, de unde m(A/C\E) = 90° (fig.4).
Solutia 7. Raportdm planul la un reper cu originea in M, unde M = AD N

. ) av3 a a —a (24 V3)
BC; dacd a = AB, atunci A(O7 T)’ B (—5,0), C (5,0), D<0, — 5 )
Observim c&d AFEAD este isoscel, deoarece m(EAD) = m(EDA) = 15°, prin urmare

ordonata lui E va fi media aritmetici a ordonatelor punctelor A si D, adicd yg = —=

5"
Cum punctele B, F, D sunt coliniare, avem ci YE— Y5 _ ZBE T8 ,de unde zp =
a(l—\/g) Yp—Ys TD —ZTB
SV " VY Panta dreptei AC este mac = 2A—YC — /3, jar panta dreptei CE
XA —TC
— 1
este mog = Lichug [N i, cum muc -megp = —1, rezultd & CE L AC (fig. 4).
Tc —TE \/§

Solutia 8. Folosim reperul din solutia precedentd, lucrand insi cu numere com-
plexe. Pentru simplitate, vom considera ci AB = 2; atunci C (1), B(-1), 4 (\/gz),

, BE 3-1 zp + kzp )
D(—(2+\/§)z). Cumﬁ: 5 zk,avesz:H—k:(l—\/g)—z.
Rezultd ca —2—-C — i, prin urmare CE L AC (si, in plus, CE = AC) (fig. 4).

zZA — zC
, . BE V3-1 __, CB+¥3-10D
Solutia 9. Din — = , obtinem ¢ Ckk = ———=— =
ED 2 14+ V3-1
QC_B) + (\/§ — 1) C_D> — 1 —_— — > -
-  deci CE-CA (QCB-CA+ (V3-1) CD-CA).
V3+1 V341

CL2

2
a®. Astfel, CE.-CA = 0, de unde CE 1 CA (fig. 4).

N —_— —

Ins8§ CB-CA =CB-CA-cos60° =

V3+1
2

—_— — _— — —
. CD-CA = (CA+AD) LCA = A2
AD-AC-COS@Z-

Nota. Solutia 6 sugereaza urmitoarea extindere:
Se considerd NABC isoscel (AB = BC) si triunghiul BCD cu A, D in semi-
plane opuse fatd de BC, iar m(ABC) = 2m(BDC). Dacd E € (BD) are pro-

sin « sin § . _
= de a = m(BAE), 3 = m(CBD
Sln(a+5+x) sin (5+%)7 unae « m( )’ /6 m( ) §i

x = m(@), atunci CE 1 AC.
Problema G133 se obtine pentru o« = 15°, 8 = 75° i = 60°.

prietatea cd
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