O problema ... si opt solutii
Adrian ZANOSCHI!

La prima editie a Concursului de matematici " Alexandru Myller", care a
avut loc la Iasgi, in perioada 4 - 6 aprilie 2003, a fost propusé elevilor de clasa a X-a
urmétoarea problems [1]:

Fie ABC si ADE doud triunghiuri dreptunghice cu B=D=090° si AB=AD.
Fie F proiectia lui B pe AC si G proiectia lut D pe AE. Sd se arate ca punctele
B, F, E sunt coliniare dacd si numai dacd punctele D, G, C' sunt coliniare.

Problema, rezolvati corect de aproximativ 60% dintre concurenti, a prilejuit aces-
tora etalarea unor variate tehnici si metode de geometrie sinteticéd, analitica si vecto-
riald. V& prezentdm in continuare opt dintre rezolvirile care au fost date in concurs
si in afara lui, ldsdndu-vd pe dumneavoastrad si decideti care este cea mai frumoass.

Solutia I (sinteticd). AplicAnd teorema E
catetei in triunghiurile ABC ¢i ADE, obtinem:

AF - AC = AB? = AD? = AG - AE,

de unde rezultd cd AF - AC = AG - AF, adici
punctele F % si G sunt conciclice. De aici,
d/edlcem cd CFE = 90° dacd ¢i numai daci
EGC = 90°, ceea ce inseamnd c& punctele B, F,
FE sunt coliniare dacd si numai dacd punctele D, F

G, C sunt coliniare. (Andrei Stefinescu, elev,

Colegiul National de informaticd "Tudor Vianu", B 4
Bucuresti) Fig. 1

Solutia a IT-a (sinteticd). Vom demonstra mai intai urméitoarea

Lemd&. Fie un triunghi ABC si un punct M € (BC). In aceste conditii, AM
este perpendiculard pe BC' dacd gi numai dacd:

AB? — BM? = AC? — CM?. (1)

Demonstratie. I Daci AM 1 BC, atunci din ega- 4
lititile AB? — BM? = AM? si AC? — CM? = AM?,
rezulta relatia cdutatd.

IT S& presupunem ci are loc relatia (1). Notand cu

« unghiul A/]\/[\B, avem
AB? = AM? + BM? —2 AM - BM cosa,
AC? = AM? + CM? +2AM - CM cosa, 4

de unde, folosind egalitatea (1), deducem —AM-
-BM cosa = AM - CM cosa sau AM - BC cosa = 0,
deci o = 90°.

Fig. 2

I Profesor, Colegiul National "C. Negruzzi", Iasi
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Revenind la problema noastri, si presupunem cd B, F', E sunt coliniare. Aplicand
Lema in triunghiurile ABC, ADE si ACE, obtinem

AB? — AF? = CB? - CF?, (2)
AD? — AG? = DE? — EG?, (3)
CE? - CF? = EA* - FA% (4)

Cum AB = AD, din (2) si (3) rezultd ci:

CB? - CF? + AF? = DE? — EG? + AG?,
de unde, avand in vedere relatia (4), gisim:

CB? + EA? — CE? = DE* — EG* + AG?,
sau

CB?+ (EA? — DE?) — AG® = CE® — EG?,
(CB? + AD?*) — AG® = CE® — EG?,
CA? — AG? = CE? - EG?,

ceea ce inseamnd, conform Lemei, c8 CG L AFE. Prin urmare, punctele D, G, C
sunt coliniare. Reciproca se demonstreazd in mod analog. (Adrian Zanoschi)

Solutia a III-a (sinteticd). Presupunem ci punctele B, F', E sunt coliniare.
Fie G’ proiectia punctului C' pe AE. Din faptul cd AAG'C ~ AAFE rezulti ci

AG AC AC-AF  AB?

= —_— A [ = i1 AAB .
Va ’3 g;au G Vo Vo (teorema catetei in (). Ca urmare,
AG' = 7 = AG (teorema catetei in AADE), adicd G’ coincide cu G si, deci,

punctele D, G, C sunt coliniare. Implicatia inversi se demonstreazs la fel. (Petru
Asaftei, prof., Scoala Normald "V. Lupu”, lagi)

Solutia a IV-a (sinteticd). Vom utiliza rezultatul urm#tor: Un patrulater
MNPQ (convex sau concav) este ortodiagonal dacd gi numai dacd este tndeplinitd
relatia MN? + PQ? = MQ? + NP2,

Dacd punctele B, F, E sunt coliniare, atunci patrulaterul ABCFE este orto-
diagonal si are loc relatia AB? + CE? = AE? + BC?. Deoarece AB = AD,
AE? = AD?>+ED?, BC? = AC?—AB? = AC? — AD? relatia se scrie AD>+CE? =
= AC? + ED?, adici patrulaterul ADEC este ortodiagonal. Deci D, G, C sunt coli-
niare. Mentiondm faptul ci in conditiile F € BF i E ¢ [BF') patrulaterul ABCE
este concav gi cd E € [BF] nu poate avea loc. Se aratd la fel implicatia inversi.
(Temistocle Birsan)

Solutia a V-a (vectoriald). S presupunem c punctele B, F' i E sunt coliniare.
N —_—
In acest caz, avem BE 1 AC, deci BE-CA = 0. Si arétam cd CG L AE:
—_— —— —_— = —— —_— =
CG - AE = (CB+BA+AG) : (AB+BE> -
—

—_— — —_— — _— — —_— = _— — —
=CB-AB+CB-BE+ BA-AB+ BA-BE + AG-AB+ AG - BE =
—_— —_— —_— — —_— — —_— =
=CB-BFE— AB>+ BA-BE + AG - AB+ AG - BE =
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— — — — — — —
- (CB+BA>-BE—AB2+AG~(AB+BE):
—_— — — —_— ——
=CA-BE - AB?>+ AG-AF = —AB?>+ AG - AE = —AD? + AG - AE = 0.

De aici, avand in vedere cd DG | AFE, rezultd cid punctele D, G si C' sunt coli-
niare. Cealaltd implicatie se demonstreazs in mod analog. (Cristina Gutue, elevi,
Colegiul National "I. C. Bratianu", Pitesti si Bianca Milatinovici, eleva, Liceul de
Informatica "Gr. C. Moisil", Iagi)

Solutia a VI-a (vectoriald). Fie zOy un sistem ortogonal de coordonate astfel
incat Oz s& fie mediatoarea Iui BD. Vom nota cu 7 p; vectorul de pozitie al unui
punct oarecare M (fatd de polul O). Punctele B, F si E sunt coliniare daci si numai
daci BE | AC, adicd (7'g — 7)) - (T¢c — T a) =0 sau

?B'?C+?E'?A:?E'?C+?A'?B- (1)

Punctele D, G si C sunt coliniare dac# si numai dacd (7¢c — 7p)- (7 g — 74) =0,
sau

— — — — — — — —
Tp  TE+Tc TA=TE-Tc+TaTp. (2)
Deoarece B = D = 90°, rezulti ci (7'g — 74) - (Tc—7p) =05 (T'p—T7Ta4)"
— — .
-(rEfrD):(),dem
— — - = — — —
TR - To+TA Tp=Tc - Ta+Ts (3)
si
— — — — — — —92
TYp T+ TaA Tp=Tg-Ta+ThH. (4)
Datoritd modului de alegere a sistemului de coordonate avem 7% = 7% si
TA-Tp=TaTpsiastfel, din (3) si (4), obtinem
- = - = - = - =
rg-ro+ rg-ra=rp-rg+rc-7ra4a. (5)

Prin urmare, avand in vedere relatia (5) si egalitatea 774 - 7 g = 7 4 - 7 p, rezultd

cd relatiile (1) gi (2) sunt echivalente, adic# ceea ce trebuia demonstrat. (Adrian
Zanoschi)

Solutia a VII-a (cu numere complexe). Deoarece relatiile F' € BE i G € DC
sunt echivalente cu BE 1 AC si respectiv cu DC | AFE, problema noastra revine la
a ardta echivalenta BE | AC' < DC | AE.

Consideram un reper ortogonal in plan cu originea in A gi notdm cu b, ¢, d si e
afixele punctelor B, C, D si E. Cum AB = AD, rezultd c& |b| = |d|. Dac8 notdm
cuz-y (z,y € C) produsul real al numerelor complexe x gi y, avem:

BELAC®& (e—b)-c=0&(e—b)c+ (2—b)c=0<bc+bc=Te+ce, (1)
DCLAE & (c—d)-e=0& (d—c)e+ (d—C)e=0«de+de=Te+ce, (2)
BC LAB& (c—b)-b=0< (c—b)b+ (c—b) b= 0« b+ be = 2bb, (3)
DE 1L AD & (e—d)-d=0% (e—d)d+ (€—d)d =0« de+ de = 2dd. (4)
Cum bb = |b|*> = |d|* = dd, din relatiile (3) si (4) rezulti c& be+be = de + de, de unde
deducem c3 relatiile (1) si (2) sunt echivalente, deci BE 1 AC, daci si numai daci
DC 1 AE. (Cezar Chirild, elev, Colegiul National "M. Eminescu”, Botosani)
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1.

Solutia a VIII-a (analiticd). Fie B(b,b")
2Oy un sistem ortogonal de coordonate cu y
originea in A si (Oz = (AC. In acest
caz, punctele din problem& vor avea coordo- 0=4(0,0) X
natele: A (0,0), B(b,V), C(c,0), D(d,d), 2 =50 -1
E (e, ¢), F(b,0), G(g,g'). S& presupunem (5,0) C(c,0
cd B, F, F sunt coliniare gi s aratdm ci
D, G, C sunt coliniare (reciproca se poate

demonstra in mod analog, alegand sistemul Geg)
de coordonate astfel incat triunghiul ADE E(e,e’)
s# joace rolul triunghiului ABC). In acest ’
_ D(d,d")
caze=b. ]
Din B = D = 90°, rezulti c& Fig. 3
map - Mpc = Mmap - Mpg = —1
sau

oo d e —d

2. - 2. =1

b b—c d e—d ’
de unde obtinem b2+ (V')> = be si ed +€'d’ = d? + (d')*. De aici, avand in vedere
c& AB = AD, deci b% + (V)? = d* + (d')?, deducem ci:

ed+ €'d = be. (1)
Cum DG 1L AE, rezultd ¢& mpg - mag = —1, sau
-4 )
g—d e’
In sfarsit, tinand cont de (1) i (2), putem scrie:
g —d d (@ e d
DG = MDpo < g—d Td—c < e T d—c <

o edtdd =cc B be=ec & b=ce,

care este adeviratd, conform ipotezei. (Evelina Slitineanu, elevd, Liceul
"D. Cantemir”, Iasi)
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