Observatii metodice privind punctele de inflexiune
Gabriel MIRSANU!

In manualul de cl. XI-a [2], punctul de inflexiune este introdus prin

Definitia 1. Fie f: I — R o functie continua definita pe intervalul I CR. Un
punct xo € I distinct de capetele lui I se numeste punct de inflexiune pentru f dacd
existd puncte o < xg < 8 in I astfel incat [ sd fie convexd pe (o, xg| §i concavd pe
[0, B) sau invers.

Prin cateva contraexemple vom arata ca aceastd definitie este incompleta gi con-
duce la erori.
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2 <
Contraexemplul 1. Fie functia f : R — R, f(z) = { T z<0

arctgz, x>0~
dent, f este continud pe R si avem:

, 2z, z<0 . 1" — 2, v<0

Conform Corolarului Teoremei Lagrange obtinem ime-
diat c& f7(0) = lim f’ =0si f,(0) = lim f/ = 1.
i f(0) = lim f'(z) = 05 f3(0) = lim f* ()
Ca urmare, functia f nu este derivabila in zg = 0, este con-
vexd la stanga lui z si concavi la dreapta acestuia. Con-

form definitiei de mai sus, g = 0 ar fi punct de inflexiune,
ceea ce este fals, cici el este evident un punct unghiular.

Contraexemplul 2. Fie functia f : R — R, f(z) = {

2 0
o . Aceasta
\/5, x>0
functie este continua pe R gi avem:

2z, z <0 2, z<0
f/(x): L ) f”(x): _ 1 )
SNz >0 ey x>0
£10) = lmn £ (2) = 0, £4(0) = lim f'(w) = +oc. De R

oarece f este continud in xg, convexd la stanga gi concava
la dreapta acestui punct, ar urma ca g = 0 este punct de
inflexiune, ceea ce este fals, o = 0 fiind un punct unghiular p
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Aceste contraexemple ne-au determinat sa clarificim notiunea de punct de inflexi-
une. Definitia punctului de inflexiune clard gi corectd apare in [3, p.339] si in [1,
p.17].

Definitia 2. Fie I C R, [ interval, f: 1 — R gi ¢ € int I. Se spune ca xq este
punct de inflexiune al functier f daca sunt indeplinite urmatoarele conditii:

(1) f este continud in xo;

(i) f are deriwata (finita sau infinita) in xo;

(#i1) f este convexd de o parte a lui xo §i concavd de cealaltd parte.

T
(unghiul dintre cel doud semitangente in origine fiind de —.
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Dac8 z este punct de inflexiune al functiei f, punctul Iy (xo, f (zo)) de pe graficul
acesteia se numeste punct de inflexiune al graficului.

Geometric, a spune ci Ij este punct de inflexiune al graficului inseamna c& graficul
admite tangentd in punctul Iy (care poate fi gi verticald cand existd f’ (zg) = +oo
sau —oo) si cd de o parte a lui I graficul este o curbd convexd, iar de cealaltd parte
a lui I acesta este o curbd concava sau cd de o parte a lui Iy tangenta se afla sub
grafic, iar de cealaltd parte tangenta se afld deasupra graficului (in cazul tangentei
verticale, aceasta se afld la stdnga sau la dreapta graficului). Evident, tangenta dusi
intr-un punct de inflexiune al graficului traverseazi graficul. In acest sens, toate
punctele unei drepte sunt puncte de inflexiune.

= +w flw)= —ow

Exemplu Sa se determine punctele de inflexiune ale functiei f: R — R,

=z —1+z+1][2, p.180].

Evident, functia f este continud pe R gi avem f/(z) = % 1 + 1 ’
3 :L' — 1 i/(fﬂ + 1)2
2 1
2 € R\ {—1,1} si f’/(x)=—§ ,x € R\{-1,1}, f'(1) =
i‘/(x_ 1)5 :c+1

= hm1 f'(z) = +oo, f' (1) = lin_ll /(@) =40l f’(z) =0 < z = 0. Formdm
tabelul:

—00 -1 0 1 +00
[ (z) +  +o0 + +oo  +
fz) | —0 - 0 2 +00
[ (z) + - 0 + -
~— 1 ~~ 1 ~— 1 ~~

In concluzie, functia are trei puncte de inflexiune: —1,0, 1. Indicatia din manual:
”se pune mai intai conditia necesard f” (z) = 0 gi apoi se studiazd semnul in jurul
acestor puncte” este gresitd - conduce la un singur punct de inflexiune: xy = 0.
(Aceastd greseald a fost constatatd si in tezele candidatilor la admitere la Facultatea
de Matematicd din Iagi, cu ani in urma4.)
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