Asupra unei recurente de ordin doi
Gheorghe IURFEA'

In [1], la pag. 59, apare urmitoarea problems (autor Vasile Berinde):

Fie girul de numere reale (x,,) definit prin relatiile: o € R, m,11 = 222 +
2z, — 1, Vn € N.

a) Aflati numerele M €R cu proprietatea ci, dacd xo <M, atunci x, <M, VneN*.

neN

. 3 1| . ) -
b) Ardtati ca pentru xo € {—5, 5} sirul (xn), oy converge si calculati lim .
n—oo

¢) Determinati expresia lui x,, in functie de xo gi n.

Intrucat in rezolvarea acestei probleme dat4 in [1] sunt unele scipéri, ne propunem
sd ne ocupam mai amanuntit cu acest gir interesant.

In privinta punctului a), fie M € R cu proprietatea ceruta; fie xg = M —t < M,
t > 0 si trebuie s avem z1 < M. Dar xy = 2t2 -2t (1 +2M) +2M?2+2M —1 i cum
lim z; = oo, deducem cé pentru ¢ suficient de mare avem x; > M. Prin urmare, nu

t—o0

existd M cu proprietatea ceruta.

2
1 1
Sa observam ca recurenta datd este echivalenta cu z,41 + B = 2(xn—|— 5) -1,

Vn € N*. Notand y, = =, + %, obtinem y,41 = 2y2 — 1, yo = 7o + % Evident,
studiul sirului (z,,),cy se reduce la studiul sirului (yn),,cy-
Faptul c& cerinta de la punctul b) este gresita rezultd din urméatoarea
Propozitie. Fie (yn),cy un sir de numere reale, definit prin
1o € R, yn+1:2y,21—1, n € N.
a) Pentru yo € (—oo, —1) U (1,00), (yn),en este divergent si nh_)ngc Yp = 00.
b) Pentru yo € [—1,1], (yn),en este convergent dacd si numai dacd existd ng € N

astfel incat sirul (yn),>,, este constant.
- e2nt0 +e—2nt0

¢) yn = cos(2™), to = arccosyg pentru yo € [-1,1] §1 y, = —————,

2
to =In (\y0| + Vs — 1), pentru yo € (—oo, —1) U (1,00).
d) Daca M = {yo € R; (Yn), ey este convergent} atunci:
1. M este nevida, finita.
2. M=AU B, unde
2k +2r 4 2k /
A_{cos2—zr;k_(),1,...,2”° - 1}, B_{cosz—,ﬂ;k_O,l,...,Q"O 1},
n no

cu ng, ng numere naturale fizate.
e) Sirul (Yn),cy este convergent daca si numai daca yo € A’ U B’, unde

1,1 [1 111 11 [1 111
I — — — e — — — /: — — — . e — — —
A—{i 2i2\/2i + 5 2+2}7B {i 2i2\/2i + 5 2+4},

no radicali ny radicali
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semnele £ fiind alese in toate modurile posibile.

Demonstratie. a) Dacd yo € (—oo,—1) U (1,00), atunci y3 > 1 si induc-
tiv rezultd ci y, > 1 pentru orice n € N. Cum yp41 — yn = 292 — 1 —y, =
(2yn + 1) (y — 1) > 0, rezultd ci (y,) este strict crescitor. Prin urmare, existd

1
l= lim y,; daci [ € R, rezultd [ = 21> — 1, deci [ € {1, —5}, imposibil, intrucat
n—oo

yn > 1, ¥Yn € N si (y,,) este strict crescidtor. Conchidem ci lim y,, = oco.
n—oo

1
b) Fie (y,) convergent. Daca lim v, = [, rezultd [ = 2[1?> — 1, deci | € {1, ——}.

n—oo 2
Dacd [ = 1, din relatia de recurentd rezultd yn,+1 — 1 = 2(yn, — 1) (yn + 1),
deci |yn+1 — 1| = 2|yn — 1| |yn + 1|. Presupunand c8 y, # 1 pentru orice n € N,
—1
avem ca lim M

lim |y, — 1] = oo, absurd. Asadar, existd ng €N cu y,, =1 gi atunci y, =1, n>ny.

n—oo

= lim 2|y, + 1| = 4 gi din criteriul raportului rezulta
n—oo

. 1
In cazull = —3 scriem relatia de recurentd sub forma 2y, 1141 = 2y, +1)(2y,—1)

si continuam ca mai sus.

Presupunem acum ci existd ng € N astfel incat (y,) este constant. Din

n>ngo

1
relatia de recurenta deducem y,, € {1, —5} Cum yp, = 1 implica y, = 1, n > ny,

1
rezultd ca (yn),cn este convergent cu limita egald cu 1. La fel, dacd y,, = —3
1 1
deducem y, = ——, n>ng si lim y, = ——.
2 n—oo 2
¢) Se demonstreaza prin inductie matematici.

d) 1. Cum 1 € M, rezultd c& M # (). Folosind a) si b), yo € M implica existenta

unui ng astfel incat (y,,)

n>n, €ste constant (egal cu 1 sau 75) Dacd y, = 1, n > ng,
din sistemul y,, = 2y2071 — 1, Ynog—1 = 2y721072 —1,... ,y1 = 2y2 — 1, din aproape
in aproape, gasim un numadr finit de valori pentru yo. La fel se analizeazd cazul
1
Yn = —3> M Z N0
2. yo € M implicd faptul ¢ y, = 1, n > ng sau y, = —=, n > n{ (ng, ny Lumere

2
naturale arbitrare, dar fixate).

Folosind ¢) si yo € M C [—1,1], deducem cos (2™ arccosyy) = 1, de unde yo €

2k
{cos 2—7::; ke Z}. Folosind periodicitatea functiei cosinus rezulta ca yy € A. La fel,

1 X
din y, = —5 > ny, deducem ci yo € B. In concluzie, M = AU B.
1 1
e) Folosind formula cosg = £/ 3 + 5 COST, € R, deducem ¢ A C A’ gi cum
multimile au fiecare cate 2™ elemente, rezultd cd A = A’. La fel, B = B’.
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