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În [1], la pag. 59, apare următoarea problemă (autor Vasile Berinde):

Fie şirul de numere reale (xn)n∈N definit prin relaţiile: x0 ∈ R, xn+1 = 2x2n +
2xn − 1, ∀n ∈ N.

a) Aflaţi numerele M ∈R cu proprietatea c̆a, dac̆a x0≤M , atunci xn≤M , ∀n∈N∗.
b) Ar̆ataţi c̆a pentru x0 ∈

·
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,
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şirul (xn)n∈N converge şi calculaţi limn→∞xn.

c) Determinaţi expresia lui xn în funcţie de x0 şi n.

Întrucât în rezolvarea acestei probleme dată în [1] sunt unele scăpări, ne propunem
să ne ocupăm mai amănunţit cu acest şir interesant.
În privinţa punctului a), fie M ∈ R cu proprietatea cerută; fie x0 =M − t ≤M ,

t ≥ 0 şi trebuie să avem x1 ≤M . Dar x1 = 2t2−2t (1 + 2M)+2M2+2M−1 şi cum
lim
t→∞x1 =∞, deducem că pentru t suficient de mare avem x1 > M . Prin urmare, nu

există M cu proprietatea cerută.

Să observăm că recurenţa dată este echivalentă cu xn+1 +
1

2
= 2

µ
xn+

1

2

¶2
− 1,

∀n ∈ N∗. Notând yn = xn +
1

2
, obţinem yn+1 = 2y2n − 1, y0 = x0 +

1

2
. Evident,

studiul şirului (xn)n∈N se reduce la studiul şirului (yn)n∈N.
Faptul că cerinţa de la punctul b) este greşită rezultă din următoarea

Propozi̧tie. Fie (yn)n∈N un şir de numere reale, definit prin

y0 ∈ R, yn+1 = 2y
2
n − 1, n ∈ N.

a) Pentru y0 ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞), (yn)n∈N este divergent şi limn→∞ yn =∞.
b) Pentru y0 ∈ [−1, 1], (yn)n∈N este convergent dac̆a şi numai dac̆a exist̆a n0 ∈ N

astfel încât şirul (yn)n≥n0 este constant.

c) yn = cos (2nt0), t0 = arccos y0 pentru y0 ∈ [−1, 1] şi yn = e2
nt0 + e−2

nt0

2
,

t0 = ln
³
|y0|+

p
y20 − 1

´
, pentru y0 ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞).

d) Dac̆a M =
©
y0 ∈ R; (yn)n∈N este convergent

ª
atunci:

1. M este nevid̆a, finit̆a.
2. M=A ∪B, unde
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; k = 0, 1, . . . , 2n0 − 1
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, B=

½
cos

±2π
3 + 2kπ

2n
0
0

; k = 0, 1, . . . , 2n
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cu n0, n00 numere naturale fixate.
e) Şirul (yn)n∈N este convergent dac̆a şi numai dac̆a y0 ∈ A0 ∪B0, unde
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semnele ± fiind alese în toate modurile posibile.
Demonstra̧tie. a) Dacă y0 ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞) , atunci y20 > 1 şi induc-

tiv rezultă că yn > 1 pentru orice n ∈ N. Cum yn+1 − yn = 2y2n − 1 − yn =
(2yn + 1) (yn − 1) > 0, rezultă că (yn) este strict crescător. Prin urmare, există

l = lim
n→∞ yn; dacă l ∈ R, rezultă l = 2l2 − 1, deci l ∈

½
1,−1

2

¾
, imposibil, întrucât

yn > 1, ∀n ∈ N şi (yn) este strict crescător. Conchidem că lim
n→∞ yn =∞.

b) Fie (yn) convergent. Dacă lim
n→∞ yn = l, rezultă l = 2l2 − 1, deci l ∈

½
1,−1

2

¾
.

Dacă l = 1, din relaţia de recurenţă rezultă yn+1 − 1 = 2 (yn − 1) (yn + 1),
deci |yn+1 − 1| = 2 |yn − 1| |yn + 1|. Presupunând că yn 6= 1 pentru orice n ∈ N,
avem că lim

n→∞
|yn+1 − 1|
|yn − 1| = lim

n→∞ 2 |yn + 1| = 4 şi din criteriul raportului rezultă

lim
n→∞ |yn − 1| =∞, absurd. Aşadar, există n0∈N cu yn0=1 şi atunci yn=1, n≥n0.
În cazul l = −1

2
scriem rela̧tia de recurenţă sub forma 2yn+1+1 =(2yn+1)(2yn−1)

şi continuăm ca mai sus.
Presupunem acum că există n0 ∈ N astfel încât (yn)n≥n0 este constant. Din

relaţia de recurenţă deducem yn0 ∈
½
1,−1

2

¾
. Cum yn0 = 1 implică yn = 1, n ≥ n0,

rezultă că (yn)n∈N este convergent cu limita egală cu 1. La fel, dacă yn0 = −
1

2
deducem yn = −1

2
, n ≥ n0 şi lim

n→∞ yn = −1
2
.

c) Se demonstrează prin induçtie matematică.
d) 1. Cum 1 ∈M , rezultă că M 6= ∅. Folosind a) şi b), y0 ∈M implică existenţa

unui n0 astfel încât (yn)n≥n0 este constant (egal cu 1 sau −
1

2
). Dacă yn = 1, n ≥ n0,

din sistemul yn0 = 2y
2
n0−1 − 1, yn0−1 = 2y2n0−2 − 1, . . . , y1 = 2y20 − 1, din aproape

în aproape, găsim un număr finit de valori pentru y0. La fel se analizează cazul

yn = −1
2
, n ≥ n0.

2. y0 ∈M implică faptul că yn = 1, n ≥ n0 sau yn = −1
2
, n ≥ n00 (n0, n

0
0 numere

naturale arbitrare, dar fixate).
Folosind c) şi y0 ∈ M ⊂ [−1, 1], deducem cos (2n arccos y0) = 1, de unde y0 ∈½
cos

2kπ

2n0
; k ∈ Z

¾
. Folosind periodicitatea funçtiei cosinus rezultă că y0 ∈ A. La fel,

din yn = −1
2
, n ≥ n00, deducem că y0 ∈ B. În concluzie, M = A ∪B.

e) Folosind formula cos
x

2
= ±

r
1

2
+
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2
cosx, x ∈ R, deducem că A ⊂ A0 şi cum

muļtimile au fiecare câte 2n0 elemente, rezultă că A = A0. La fel, B = B0.
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