CORESPONDENTE

Cercul de matematica “Leonard Euler”
organizat la Universitatea Humboldt, Berlin

Probleme pentru clasa a IX-a
Holger STEPHAN'!
1. a) Rezolvati in R? sistemul de ecuatii: x7 + 29 =1, 2+ 23 = 97.
b) Determinati solutiile reale x ale ecuatiei
V/254 — 22 — 3z + /18 + 22 + 3z = 6.

2. Fie m produsul a doud numere prime p gi q. Gasiti toate numerele intregi al
caror produs este de m ori mai mare ca suma lor.

3. Suma cuburilor primelor cinci numere naturale este un patrat perfect:
13 +23 4+ 33 4 43 4+ 53 = 152. G4siti alte exemple de acest fel.

4. Calculati m stiind ca suma primelor 2n cuburi care nu sunt divizibile cu 3 este
egala cu triplul sumei primelor m numere naturale.

5. Calculati sumele:
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Solutii
1. a) Mai general, vom rezolva sistemul
T+ Ty =a, xi+axi="0 (1)
Fie (z1,z2) o solutie a sistemului. Stim c¢& ecuatia de gradul doi ce are ca riad&cini
numerele x1, 2o este 22 +pr +q =0 cup = — (z1 +x2) 5i ¢ = z172. Ca urmare,
p = —a, iar pentru a obtine ¢ utilizam identitatea

(z1 +22)" = 2 + 28 + 43125 (:cl + x2) + 62222,
din care rezultd ci a* = b+ 4q (a — Qq) + 6¢2 sau 2¢% — 4aq + a* — b* = 0, adicd
1
2= 5 (2a2 + v2at + 2b). Deci ;1 si xo satisfac de asemenea ecuatiile

1 1
xz—a:r+§(2a2+ 2a4+2b)20 si xg—ax+§(2a2—\/2a4+2b)=0,

1
prin urmare ;234 = 3 (a + \/—3(12 + 2v/2b + 2a4). Unele dintre aceste rad&cini

sunt complexe. Solutiile reale (1, x2) ale sistemului se obtin din
1 1
=3 <a:l: \/2\/2b—|—2a4 —3a2) , 2= <a:F \/2\/2b+2a4 —3a2> i
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1
Pentru @ = 1 gi b = 97, obtinem ; = 5(11\/2&-97%-14—3.12) -

1 1 1
5 (1£5), a2 = 5(1¢\/2\/2-97+2-14—3-12) = S(1F5). Sistemnul dat are

doud solutii: (3,—2) si (—2,3).
b) Notand y = 22 + 3z + 18, a = 6 si b = 272, ecuatia poate fi pusd sub forma
Vb—y+ Yy=a.

Punem 21 = /b —y, 22 = {/y si obtinem sistemul (1) de la punctul a). In consecints,

1 1 1
x1—§<ﬁi\/2\/2-272+2.643~62>—§(6i2)—3ﬂ, 2= (6F2) = 3FL.

Deci x5 = 2 sau xo = 4, adicd y = 16 sau y = 256, ceea ce conduce la x € {—1, -2},
respectiv x € {—17,14}. Multimea solutiilor ecuatiei este {—17, -2, —1,14}.

2. Fie a si b, a < b, cele doud numere cautate . Ele indeplinesc conditia
m (a + b) = ab sau pq (a + b) = ab sau, inci,

(a—pa) (b—pa) = p°q".
Fie i si j doi divizori ai lui p?¢® cu ij = p?¢?. Descompunerea precedents di a = i+pq
sib=j+pgq,iar a < bimplicd i < j. Numérul p?¢? are divizorii 1, p, q, pq, p*q, qp?,
p?q? si cei corespunzitori cu semnul minus. Testdm diferiti ¢ si j si obtinem tabelul

de solutii

7 ij a=1+pq|b=7j4+pq
1 [p*¢*| 1+pg |pe(1+pq)
p | pi* | p(L+q) | pe(1+q)
q

p’q | a(L+p) | pa(1+p)

q g 2pq 2pq
-pq | —pq 0 0
—p*q¢ | —q | pg(1—=p) | q(p—1)
—pg®> | —p | pa(1—q) | p(g—1)
—p*¢* | -1 |pg(l—pq) | pg—1
3. Notam numerele ciutate prin (n —2)3, ..., (n + 2)3. Observim ci

(n—22+m—-1>3+n*+(n+1)>*+ (n+2)° =5n(n +6)

Daca in membrul drept avem un patrat perfect, atunci n poate avea factorii primi 2,
3 si 5 doar in numéir impar. Alti factori primi trebuie s& fie in num&r par. In plus
trebuie ca sau n s fie divizibil cu 5 sau n? + 6 si fie divizibil cu 5. Ultima conditie
inseamna cd n di restul £2 la impartirea cu 5. Exemple de numere satisficand
la aceste cerinte nu sunt numeroase si sunt usor de obtinut. Iata primele astfel de
numere: 2, 3, 5, 8, 10, 15, 27, 30, 32, 40, 98, 120. Valorile corespunzatoare pentru
5n(n? +6) sunt 100 = 102, 225 = 152, 775, 2800, 5300, 17325, 99225 = 3152, 135900,
164800, 321200, 4708900 = 21702, 8643600 = 2904%. Asadar, avem

03 4+ 13 + 2% + 3% + 43 = 102,
13423 4+ 3% + 43 + 5% = 152,
253 4+ 26% + 273 4 283 + 29% = 3152,
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96° + 97° + 98° + 99° + 100° = 21707,

118% 4+ 119% + 120° + 121% 4 122% = 2904°.

Ramane deschisa problema daca pot fi gasite o infinitate de exemple de acest fel.
n?(n+1)>2

. Notam cu s
4

4. Folosim formula cunoscutd 12 +23 +33 + ... 4+ n3 =
suma primelor 2n cuburi nedivizibile cu 3. Urmeaza c&
s=1+22 4+ 42 4+55 4+ 7P +8 + ...+ (B3n-2°+Bn-1)>%=
=(P+22 43+ +(3n)?) - (3+6°+...+ (3n)%) =
(3n)2(3n+1)?  _sn?(n+ 1) 3n?(3n? — 1)
= -3 =3 .
4 4 2
Deducem ci m = 3n? — 1.

5. a) Fractia se descompune intr-o diferentd de doud fractii simple astfel:
9 1 1
Ok —3k—20 3k—5 3k+4
Aceste fractii se vor anula succesiv, deoarece 3 (k + 3) —5 = 3k+4. Obtinem, notand
cu s, suma cautata,

k eN*.

n+3

ZSk ) Z3k+4 Z3k ) ZSk—B

&= 3(9n2 + 6n — 2)

_ -y _3_
f=3k—5 4= 3k-5 4 (Bn—-2)Bn+1)(3n+4)

si, prin urmare,
1 9n? + 6m — 2 n(9n? — 6n — 14)
12 3Bn—2)Bn+D)Bn+4) 4Bn—2)Bn+ HBn+4)
b) Ideea de calcul este aceeasi; se folosegte urmatoarea descompunere:
4k 4k 1 1

M4 (R —2k+2)(2+2k+2) K —2k+2 k> +2k+2
Si aceste fractii se vor anula succesiv, deoarece k% 4+ 2k +2 = (k+2)? —2(k +2) + 2.
Prin urmare,

n

Sp =

n

s 1
k:4+4 Zk2—2k+2 ;(k+2)2—2(k:+2)+2_

n+2 n+2

n
1 1
_kzlk —2k+2 Zk2 2k +2 Zk? 2k+2 Z k2—2k+2
1 1 1 3n? + 6n3 + Hn? +2n
2 n24+1 n?2+2n+2 202+1)(n?+2n+2)
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