Echivalenta a doua teoreme de concurenta
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Abstract. In this Note, a proof of the logical equivalence of the Steiner theorem and the isologic
triangles theorem is provided.
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In aceastid Notd este stabilits echivalenta a doua teoreme de concurenta in plan:
teorema lui Steiner si teorema triunghiurilor izologice. Prima afirma ca izogonalele
a trei ceviene concurente intr-un triunghi sunt, de asemenea, concurente [1,2]. A
doua spune cé, date doud triunghiuri ABC' gi Ay B1C1, daca trei drepte ce trec prin
varfurile A, B, C si fac cu laturile B1Cy, Cy A1, respectiv A1 B; un unghi « € (0, )
sunt concurente, atunci si dreptele ce trec prin varfurile A, By, si fac cu laturile
BC, CA, respectiv AB un unghi de masura m — a sunt concurente [2, Problema 1145,
p. 119].

Mentionam ca peste tot in aceasta nota avem in vedere unghiuri orientate. Echi-
valenta teoremelor este conceputa in sens logic: fiecare dintre ele implica pe cealalta.

Proposition 1. Teorema triunghiurior izologice implica teorema lui Steiner.

Demonstratie. In triunghiul ABC consideram trei ceviene concurente in
punctul S. Construim punctele
A € BO, By € CA, C, €
AB astfel incat m(SA/l,EC) =
m(SB;,CA)  =m(SCy, AB) s
fie o valoarea comuna a aces-
tor masuri (Fig. 1). Evi-
dent, triunghiurile A;B;C; si
ABC verifica ipoteza teoremei
triunghiurilor izologice i, deci,
dreptele ce contin varfurile A, B, C
si fac unghiuri de masura egala
cu ™ — « cu laturile corespunzatoare ale triunghiului A; B;C7 sunt concurente intr-un
punct, fie el notat Si.

Vom arata ca S; este izogonalul
conjugat al lui S. Ne limitam la a
arata ca AS; este izogonala cu AS.
Deoarece 5/3?4 = S/C&\B rezulta ca pa-
trulaterul AC1S5B; este 1nscr1pt1b11 si,

C

ca urmare, avem: A0131 = A531
sau AC1P ASB1 Cum C1PA =
S BlA cu aceeagi masura «, deducem ca

Ay
AAC1P ~ AASB;. Deducem ca PA01 = SABl, adica AP este izogonala cevienei
AS. Demonstratia propozitiei este completa.
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Pentru dovedirea implicatiei inverse, este necesara o scurta pregatire preliminara.

Lema 1. Fiind date doud triunghiuri ABC gi A1 B1C1, existd un triunghi A* B*C*
inscris in ABC' cu laturile paralele cu laturile corespunzatoare ale triunghiului A1 B1Ch .

Demonstratie. Luam un punct P € BC si fie R € AB punctul in care paralela
prin P la A;C} se intersecteazi cu AB. Paralelele prin P la Ay B; §i prin R la B1C}
se intersecteaza in punctul (). Notam cu B* punctul de intersectie al dreptei BQ cu
AC. Apoi, notam cu A* punctul in care paralela prin B* la PQ intersecteaza BC si
cu C* punctul in care paralela prin B* la QR intersecteaza AB. Se verificad usor ca
triunghiul A*B*C™* indeplinesgte conditiile cerute.

Lema 2. Fiind date doud triunghiuri ABC si A1B1C1 cu laturile corespunzatoare
paralele gi cevienele AM, BN, CP (M € BC,N € CA,P € AB) concurente in S,
atunci cevienele Ay My, BNy, C1P, (M, € B1Cy,N, € C1Ay, P, € A1 By) paralele
cu AM, BN, respectiv CP sunt, de asemenea, concurente.

Demonstratie. Afirmatia rezuta imediat utilizand teorema lui Ceva sub forma
trigonometrica gi reciproca ei.

Proposition 2. Teorema lui Steiner implica teorema triunghiurilor izologice.

Demonstratie. Sia consideram doua triunghiuri ABC i A1 B1C &i sa pre-
supunem ca dreptele duse prin varfurile Ay, By, C; si care fac cu laturile BC,CA,
respectiv AB unghiuri de aceeagi masurad « sunt concurente intr-un punct S. Con-
struim, conform Lemei 1, triunghiul A*B*C* inscris in triunghiul ABC si avand
laturile paralele cu cele ale triunghiului A;B;C;. Conform Lemei 2, paralelele la
cevienele A1.S, B1S, C1.8 prin varfurile A*, B*, respectiv C* sunt concurente intr-
un punct, notat Sy (Fig. 3). In triunghiul ABC considerim, conform teoremei lui
Steiner, izogoalul S* al punctului S;.

Vom arata ca dreptele AS*, BS*,C'S* intersecteaza By
laturile corespunzatoare ale triunghiului A;B1C; sub
unghiuri (orientate) de masurd ™ — «, ceea ce va incheia
demonstratia. Sa aratam ca m(AS*/,ECl) =T -
la fel se procedeaza si in cazul dreptelor BS* si CS*.
Observam mai Intai ca, din relatiile m(Bl/S,?A) =
m(C’l/SjB) = q, rezulta cd patrulaterul AUSV este
inscriptibil. Tinand cont c& S1B* | SV s S1C* |
SU, deducem ca si patrulaterul AC*S;B* este in-
scriptibil.  Utilizdnd si notatia {X} = AS* N B*C*,
avem: m(AS*/,ECl) = m(@*) = 7— m(m")— ¢ Fig. 3
m(XB*A) = 71— m(S;AC*)— m(AS;C*) =m(AC*S,) = m—m(AB*S;) = m—
m(A/V\S) = 7 — a, deci m(AST,-B\lCl) = 7 —a. In final, triunghiurile ABC si
Ay B, Cy sunt izologice. Teorema triunghiurilor izologice este demonstrata, ceea ce
trebuia stabilit.
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