O constructie geometricd a mediilor (IT)

Claudiu - Stefan POPA!

In [2] am prezentat o constructie geometricid a mediilor armonicd, geometrici,
aritmeticd, pédtratica si ponderatd a lungimilor bazelor unui trapez, ca segmente cu
capetele pe laturile neparalele ale trapezului si paralele cu bazele lui. Ne propunem
in continuare dezvoltarea acestor idei, fapt ce va conduce la o serie de consideratii
cu interesante aplicatii geometrice.

Propozitie. Fie ABCD un trapez cu AB || CD si punctele A’, B', C', D’ astfel
incit Ae(A'B), B€(AB'), Ce(C'D), De(CD'"), iar AA' = BB' = CC' = DD'.
Notam {E} = A'C N BD', {F} = AC'NB'D, {K} = EFN AD, {L} = EF N BC.
In aceste conditii, EF || AB, EF = AA’, iar KE = FL.

Demonstratie. Deoarece AA’ || CC’ i D D c C

AA" = CC', rezultd cd& AC'CA’ este paralelo-
gram, deci AC" || A’/C, AC'" = A’C. Analog,
BD' || B'D, AD || A’D' si BC || B'C’, cu egali- K’ 'A

tatile de segmente corespunzatoare. Unghiurile

DAE si DAF aulaturile respectiv paralele si vor

fi congruente; la fel, A'D'E = ADF. Avem inci

A'D’ = AD, prin urmare AA'D'E = NADF, B B
deci A’E = AF. Insd AE' || AF si atunci AFEA’

este paralelogram. Rezultd cd EF || AA’ ¢i EF = AA’, primele doud afirmatii ale
concluziei.

Fie {K'} = EFNA’'D’. Deoarece A'C' si BD' sunt diagonale in trapezul A’BCD’,
iar K'L este paraleld la baze prin punctul de intersectie a diagonalelor trapezului,
urmeazit cd FL = EK'. Insi KK' = AA'+ EF, deci EL— EF = EK' — KK', adici
FL = KFE, ceea ce incheie demonstratia.

Observatie. Concluzia se péstreazi, cu demonstratie aseménatoare, in cazul in
care punctele A, B’, C', D’ se afli pe semidreptele [AB, [BA, [CD, respectiv [DC.

In cele ce urmeazi vom folosi notatiile: AB = a, CD = b, AA’ = x. Studiem pro-
blema variatiei lungimii segmentului [K L] functie de z; vom gandi lungimea segmen-
tului [AA’] ca fiind pozitivd in cazul in care A € (A’B) si negativd pentru A’ € (AB.
2ab

+b
KL = mg, dupd cum s-a demonstrat in [2]. Desenand figurile pentru cateva valori
ale lui > 0, observim ci segmentul [K L] "coboard" pe misurd ce = creste, fird a
"atinge" insd linia mijlocie a trapezului. In momentul in care vom demonstra riguros
acest lucru, vom avea o (probabil) noud demonstratie pentru inegalitatea mediilor a
dou& numere reale pozitive.

In trapezul A’BCD’, segmentul [K'L] are ca lungime media armonicd a bazelor

2 b
AB=atasCD =btx deci KL= 202 (0+2)
a+b+2z

Pentru z = 0, avem KL = (= my), iar pentru z = Vab (= my), avem
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1.

Atunci, avem

KL= K'L-KK' — 2(a+x)(b—|—x)iz: x(a + b) + 2ab _ max +m? o x—&—mh.
a+b+ax 2z + (a + b) T+ Mg “ x4+ m,
Suntem astfel condusi la studiul functiei
T+ mp A
R\ {— R, =My - . y
fiR\{-mq} — f(@) =mq €+ my
Aceasta este o functie omograficd, strict m
cresciitoare pe (—oo, —my) gi pe (—mg,+00), ~"------am-- i S
. . . 9 : g
al cdrei grafic este o hiperbold de asimptote m,
Y = Mg si © = —m,. Prin calcul, stabilim ci —M,iy y -
valorile = £my sunt puncte fixe ale functiei. Mo m, X
Deoarece f (]0,00)) = [mn, m,), iar restrictia
lui f la [0,00) este strict crescitoare, justifi- [ t—m,
carea afirmatiilor anterioare este completa.
Consideratiile precedente conduc la urms-

toarele interpretiri geometrice:

1. Faptul ci f(—myp) = 0 aratd cd, dacdi ABCD este trapez cu AB | CD,
A" € [AB, D' € [DC sunt astfel incat AA’ = DD" = my, iar {E} = A’/C N BD’,
atunci paralela prin F la bazele trapezului dat trece prin punctul de concurenta al
prelungirilor laturilor neparalele ale acestuia.

2. Faptul ci f (—my) = —my se interpreteazi geometric astfel: dacd ABCD este
un trapez cu AB || CD, iar A" € [AB, D' € [DC sunt astfel incat AA" = DD' = my,
atunci A'C, BD’ si AD sunt concurente intr-un punct F, iar paralela prin E la baze
intersecteazd BC' in F astfel incat E'F' este media geometricd a lungimilor bazelor.
al—:k];b, obtinem f (z) = al 712[)
(calculul se efectueazi cu usguringd). Prin urmare, considerand segmentul [AA’] de
lungime egald cu media ponderatd a bazelor cu ponderile 1 gi k, segmentul [K L] va
reprezenta media ponderatd a bazelor, cu ponderile 1 gi —k. Acest fapt ne permite
sd construim cu rigla si compasul conjugatul armonic al unui punct; cititorul poate
dezvolta singur ideile.

3. In sfargit, s observim c& pentru z = —
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