Structuri algebrlce deﬁmte pe graﬁcul unez funcpn |
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Intr-un articol aparut fn Matematica v Skole (mentionat in [2 ]) se introduce
o structurd de corp pe mulfimea punctelor parabolei y = 2%, care se bucurd de o
interesanta interpretare geometmca in [2] se extmde aceasta constructie pentru ¢
parabold oarecare y = az® + bz + ¢ (v s problemele 830 st G13 din [1]}

Observatia 1. Urmand aceeasi cale, dacd G este multimea punctelor graﬁeulux
functiei f : R — R, atunci pe & putem defini o structura de corp astfel: dacad
Alz, f(z)), By, f(y)), considerdm
A®B. = M, cu M(m+y,f(w+y))
A®B = N, cu N(zy, f(zy)).

Verificarea faptului cd (G, ®, ®) este corp e imediat; elementul nul este E(O f (0)),
iar elementul unitate este F(1, f{1)). Mai mult, (G, ®,®) = (R, -+, "), un izomorfism
fimd 0:G—-R, M) =1y

Observaj;ia 2. Dacd ¢ : R — R este o aplicatie buectlva, pre R putem deﬁm o
noud structura de corp prin transportul-operatiilor canonice (conform problemei G2
din [1]):

Try = 1(¢(x)+90(y))

oy = ¢ p@e)
Noul corp (R *,0) este izomorf cu (R 54} 4 un 1zomorﬁsm ﬁmd chxar <p

Observagia 3. Putem acum ‘construi pe G, ca la Observatia 1, operamle ®, ®;
astfel, (G, ®,®) este corp, izomorf cu {R,+,*) - un izomorfism fiind ¢ ~26. In acest
mod, deﬁmm pe G o mﬁmtate de’ structurl de corp, toate 1zomorfe intre ele.

Exemplu Pentru f : R — R, f( )‘* ax +b:z:+c gl @ R - R go(:v) = x—+~—29~

se obtine extinderea din [2].

Observatia 4. Consideratiile de mai sus rdmdén valabile si pentru functii
f: D — R cu D # R dar de puterea continuului, dat fiind faptul ¢ &tunci
existd o bijectie ¢ : D — R. .

Problema cercetatd in continuare esteurmitosrea: care sunt functiile pentru
care structura de corp definitd pe G de operatiile®,® bereficiazd de interpretarea
geometricd naturald din [1] 7 Mai precis, dorim sd determindm functiile f : R — R
pentru care oricare ar fi A, B din (¢, avem:

- (i) EM este paraleld cu AB;

(1) intersectia dreptelor FIN i AB este un punct de pe Oy,
unde M, N, E, F sunt cele definite anterior.

Vom afla mai intdi funciiile care indeplinese (i}, urménd a izola apoi dintre ¢le
pe acelea care indeplinesc gi (ii).
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Teorema Fie [ R =vReo functie analitich (adicd o functie care admite o

‘dezvoltare tn serie de puteri) astfel tncdt este indeplinitd conditia (1). Atunci f este

o functie de gradul II: f(z) = ag'+ a1z + a37?, cu 4, 04, ag € R.
Demostra§1e Deoarece dreptele EM §1 AB sunt paralele, ele trebme 88 aibi

aceeasi panta, decz
f@) 1) Sty - 1)
LT -y ' T4y ‘
Pentru z 5 0 facem Yy — z §1 {inénd seama de faptul ¢a f este continui si demvablla,
obtinem:,

lim

fe ot (y)j;\ii;n“f@«f*y)—:-f(b) y f(@) = 102) = 1(0)

- &
Y~z T -9y Y-z T4ty 2z
@ 22f (2) = {(20) = [(0) & /(@) ~ FO)] = £(22) - (0)
formuld care se verificd g pentraoz =0,
-Notand g(z) = f(z) = f(0), obtinem ci g este solu‘gl‘e a ecuatisl functionale:
O @) =), o

Evident c& g este analiticd, deci putem considera dezvoltarea in serie de puteri a
funcyxel g : :
9(z) = ag+ ayx AT+ i an:z;“f +n
Prin derivare gi inlocuire Tn ecuatie, se obtine:
2012 + 4092 4 6azz® + .. —F?nan:p” o = ag + 2057 + 2%a02% + .. 4 2700z + ..
gl atunci in mod necesar ag = 0, G = 0,¥n > 3. Rezultd cd glz) = a1x+aza;2 cu aq,
ag arbitrar alesi. Notand a; ='b, az =a, f(0) = ¢, urtheazi c& f(z) = az? +br +c
‘Se verificd acum cu usurints c& dintre func§111e de gradul 11, smgurele care yenﬁca
(ii) se obt;m pentru b =c = 0. Inlocuind fnss. (i) cu: ,
(ii) Antersectia, dreptelar FN. si AB este un punct de ; pe aza de szmetme
atuncx putem pastra toate functiile de gradul H dupa cum se arata in [2]

Problema deschisi. Putem rezolva ecua@xa ( ) in 1p0teze mai slabe decét cea
de anahtxcxtdte mlpusa lui f7
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