Asupra calcularii unor integrale definite
Mihai DICU!

Abstract. The aim of this paper is to calculate the integrals of type (1), when the constants
m,n,p,q satisfy certain conditions.
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Scopul propus este calcularea unor integrale de forma
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(1) 1=

folosind schimbarea de variabild x = ¢(t), unde ¢ este functia omografica

@) el - @b, )= 220

BTN (ad — By #0siyt+6 #0, Vt € [a,0]).

Cazul particular p = 0 este tratat in [1]; preocupéri asemanétoare gdsim in [2]. Vor
fi impuse anumite conditii constantelor m,n,p,q si coeficientilor functiei ¢, unele
naturale si altele menite sa asigure derularea etapelor caculului.

Consideram m # 0, n # 0, p # 0, § # 0 si cerem functiei ¢ sd indeplineasca
conditiile: p(a) = b si ¢(b) = a. Urmeaza ca aa+ 5 = yab+ db si ab+ 8 = vyab+ da,

de unde, prin scadere, obtinem «a + é = 0. Notand u = 3 siv= %, gasim ca ¢ are
forma:
3) (="l tcla
= a
SD 1 + /Ut ) ) b

iar a, b, u,v sunt legate prin egalitatea

(4) a+b+ abv = wu.

14+ uv
(1+ovt)?
Efectuand schimbarea de variabila x = ¢(t) cu ¢ data de (3), vom avea

Observam ci 1+ vt # 0 pentru ¢ € [a,b], 1 + uv # 0 gi ¢ ¢'(t) = —

In[(nv — m)t + (mu 4+ n)] — In(1 4 vt) &t
1—pv+ qu2)t?2 4+ (—p — 2u + puv + 2qv)t + (g + pu + u?)

(5) I = —(1+uv)/
b (
Pentru reducere la integrala initiala impunem conditiile:

(6) nv—m=0 sgi

—p — 2u + puv + 2qu 7q—|—pu—|—u2
p q

(7 L—po+q?= =k,
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care asigura eliminarea unui termen la numarator gi coincidenta numitorului (pana la
factorul k) cu numitorul din integrala (1).
Tinand seama de (6) si (7), relatia (5) se scrie

b b
I:1+uv [/ ln(mu+n)dt_/ hl(l_'_vt)dt].

k 2 +pt+gq 2+ pt+gq

Cum am presupus n # 0, din (6), (4) si (7) obtinem pentru u, v, k expresiile:
m 1 9 9
(8) V= u=mab+ n(a+b), k‘zﬁ(qm — pmn +n®).

Inlocuind in a doua integrald din paranteza patratd pe v cu expresia datd de prima
relatie din (8), obtinem succesiv:
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k 2+ pt+q

14w b dx
9 - T @
) 1+k+uv nn(mu+n)/z x2+px+gq

(se considera n > 0 si mu +n > 0).

Calculul integralei din membrul doi fiind cunoscut, rezulta ca formula (9) rezolva
problema pusi. Indeplinirea conditiilor (7) cu u, v,k dati de (8) limiteazd eficienta
acestei formule.

In continuare, vom urmari detaliat calculul integralei I, discutand dupa valorile
lui q.

I. Cazul g = 0. Conditiile (7) revin la relatiile:

(7) ulp+u) =0, p2—pv—uv)=—2u.

Dacd u = 0, gasim v = — gi din (4) rezultd cd a + b 4+ abv = 0; deci p =

2ab
— x Numitorul din integrala, g(x) = 22 + pz, = € [a, b], se anuleaza in interiorul

ab?
(a+b)?

N

a—+

intervalului: g(a)g(b) = (a+pa)(b? +pb) = ab(p+a)(p+b) = —

(a—b)% < 0.

In acest caz integrala nu are sens.
Daca u = —p, este verificatd gi a doua relatie din (7'). Constatdm cu usurinta ca
avem k = 1+ uw, iar din (9) obtinem in acest caz

1 b da
Izilnn(nfmp)/a m(n>0,n7mp>0).
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2 —2
1 6 1
Exemplu. de =—Inl2 —— etec. (cu formula precedenta
_3 T2+4+4x 2 _3 T2+ 4x
t+4
sau direct cu schimbarea de variabila z = —GtI—G).

IT. Cazul g # 0. Conditiile (7) conduc la sistemul
(7 q(1 —pv+qv?) = q+put+u?®,  p(l—pv+qu?) = —p—2u+ puv + 2qu.
inmul‘gind prima relatie cu —p si pe a doua cu ¢ si apoi adunand, obtinem

(pu+ 2q)(p +u — qv) = 0.

2
II.1. Daca u = ——q, inlocuind in prima relatie din (7”) obtinem ecuatia in v:
p
2 22
(pv —2)(pqu — p* +2¢) = 0 i avem v = — sau v = ——
p Prq
. 2 2
fn cazul uw = -2 siv= - @ E, conditia (4) se scrie p(a + b) + 2ab = —2gq.
P n

Notand A = p? — 4¢ (discriminantul trinomului 2 + px + ¢), prin calcule de rutina
se obtin egalitatile:

A 2
(4 + pat q)(b” +pb+g) = =7 (a = b, (ma-+n)(mb-+n) = “-A,

Dacd A > 0, atunci prima spune ci trinomul se anuleazi in intervalul [a,b] de in-
tegrare; dacd A < 0, a doua spune ca binomul mx + n are aceeagi proprietate. In
ambele cazuri, integrala I nu are sens. Daca insa A = 0, I se calculeaza usor prin

parti.

- 2 22
fn cazul u = =22 siv= L - T, prin calcul obtinem 1+ uv =k = —— si
) pq n p
n(mu +n) = —%A. Integralele I pentru care A = p? — 4¢ < 0 sunt date, conform
p
formulei (9), de
1 2 b d
I=-m(-2aA) [ -2
2 p? a T2+pT+gq
2 2
1 1 1 d
Exemplu. Mdm = —In3 L (cu formula precedentd in
0o r2—x+1 2 0o r2—x+1
2—1
care ludim m=n=—p=¢q=1, v =1, u = 2 sau folosind schimbarea x = ——).
1+4+¢
1
11.2. Daca v = pru© ﬂ, obtinem 14+ wv = k = —Z(n2 — mnp + m?q) si
q n n
n(mu +n) = n? — mnp + m?q. Ca urmare,
1 b dx
I ==1In(n? —mnp+m? /7
2 ( p 9 0o 2+pr+q
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? In(3 - 1 2 4
Exemplu. / de =3 In2 / & (se utilizeaza formula prece-
1

1 12—x—4 2 —x—4
denta sau schimbarea de variabila z = ﬁ)
Observatie. Dacd n = 0 (caz exclus mai sus), vom calcula integrala I =

b

1

/ #dw (0 < a < b) efectuand o schimbare de variabilda x = ©(t) cu o
a T2+Ppr+gq

functie de forma ¢(t) = %. Din ¢(a) = b si p(b) = a gisim « = ab, iar din conditiile
de proportionalitate avem g = ab. Se obtine

b
Izllnab/ __dz
2 o T2+ pr+g

In concluzie, pentru a calcula integrale de tipul (1) putem proceda astfel:

t
(i) c8utdm schimbarea de variabild x = ¢(t) cu ¢ : [a,b] — [a, b] §i p(t) = :lt—:i;

(ii) impunem conditiile p(a) = b si p(b) = a gi determindm « si §;

(iii) daca « gi B gasiti indeplinesc i celelalte conditii puse in evidentd mai sus in
fiecare caz in parte, atunci schimbarea de variabila este eficace i calculul integralei
este posibil in acest mod.
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Recreatii .. matematice

Reconstituiti adunarea:

* * *

in care trebuie sa folositi toate cifrele de la 1 la 9 o singurd data, iar rezultatul sa fie

format din cifre consecutive. Cdte posibilitali exista?

Neculai Stanciu, Buzau

(continuare la pag. 22)
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