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Deoarece şirul lui Fibonacci este cunoscut elevilor încă din cl. a IX-a, iar rădăcinile
de ordinul n ale unităţii şi polinoamele ciclotomice sunt în materia prevăzută la
cl. a X-a pentru olimpiada de matematică, considerăm că abordarea unui asemenea
subiect este utilă atât elevilor cât şi profesorilor. Vom prezenta câteva rezultate
privind polinoamele Fibonacci şi cele ciclotomice şi legătura dintre ele.

1. Polinoame Fibonacci - definire, legătura cu triunghiul lui Pascal.
Polinoamele Fibonacci sunt definite prin relaţia de recurenţă

Fn+1 (x) = xFn(x) + Fn−1 (x) , cu F1 (x) = 1 şi F2 (x) = x (1)

sau prin următoarea formulă explicită

Fn(x) =

[(n−1)/2]X
j=0

µ
n− j − 1

j

¶
xn−2j−1, (2)

unde [x] este partea întreagă a lui x, iar
µ
n− j − 1

j

¶
≡ Cj

n−j−1. Se convine ca

F0 = 0.
Observa̧tie. Polinoamele Fibonacci pot fi definite prin rela̧tia de recurenţă

Fn (x) = xFn−1(x) + Fn−2 (x) , cu F0 (x) = 0 şi F1 (x) = 1. (10)

Exemple: F1(x) = 1, F2(x) = x, F3(x) = x2+1, F4(x) = x3+2x, F5(x) = x4+3x2+1
etc. Luând x = 1 în (2), obţinem Fn(1) = Fn, unde Fn este şirul lui Fibonacci.

Lema 1 (proprietatea de divizibilitate). Dacă m este divizor al lui n, atunci
Fm este divizor al lui Fn. Dacă p este un număr prim, atunci Fp(x) este polinom
ireductibil.

Teorema 1. Fie F0, F1, F2, . . . polinoamele Fibonacci peste câmpul Galois de
dimensiune 2. Atunci, avem:
1) F2n+1 sunt singurii termeni de grad par şi nu sunt divizibili cu x; F2n sunt

singurii termeni de grad impar, n ≥ 0;
2) Fn−t + Fn+t = xFnFt, pentru 0 ≤ t ≤ n;
3) F2n = xF 2n, pentru n ≥ 0;
4) F2n+1 = F 2n + F 2n+1, pentru n ≥ 0;
5) Fmn (x) = Fm (x)Fn (xFm (x)), pentru pentru m,n ≥ 0;
6) F2mn−p = xFmnFmn−p + Fp, pentru 0 ≤ p ≤ mn;
7) F2mn+p = xFmnFmn+p + Fp.

Rădăcinile polinomului Fn(x) sunt de forma xk = 2i cos

µ
kπ

n

¶
, pentru k =

1, . . . , n − 1. Pentru p număr prim, aceste rădăcini sunt de 2i ori partea reală a
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rădăcinilor polinomului ciclotomic de ordinul p. Analizând coeficienţii primelor poli-
noame Fibonacci se observă legătura dintre triunghiul lui Pascal şi aceste polinoame:

F1(x) = 1x
0

F2(x) = 1x
1

F3(x) = 1x
2 + 1x0

F4(x) = 1x
3 + 2x

F5(x) = 1x
4 + 3x2 + 1x0

F6 (x) = 1x
5 + 4x3 + 3x1

F7 (x) = 1x
6 + 5x4 + 6x2 + 1x0

F8 (x) = 1x
7 + 6x5 + 10x3 + 4x1

F9 (x) = 1x
8 + 7x6 + 15x4 + 10x2 + 1x0

F10 (x) = 1x
9 + 8x7 + 21x5 + 20x2 + 5x1.

A.N. Philippou şi asocia̧tii săi [4] au studiat polinoamele Fibonacci de ordinul
k, k ≥ 2, pe care le-au definite astfel:

F
(k)
0 (x) = 0, F

(k)
1 (x) = 1

F
(k)
n (x) =

nP
j=1

xk−jF (k)n−j (x) , n = 2, 3, . . . , k;

F
(k)
n (x) =

kP
j=1

xk−jF (k)n−j (x) , n = k + 1, k + 2, . . .

(3)

Observa̧tie. Pentru k = 2 acestea se reduc la Fn(x), iar pentru k = 1 se reduc
la şirul lui Fibonacci F (k)n de ordinul k.

2. Polinoame ciclotomice - definire, proprietă̧ti. Pentru fiecare număr
natural n ≥ 1 rădăcinile complexe ale ecua̧tiei xn = 1 se numesc rădăcinile de ordin
n ale unităţii. Acestea sunt numere complexe de forma

xk = cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
, k = 1, 2, . . . , n− 1. (4)

Muļtimea acestor rădăcini se notează cu

Un = {x ∈ C | xn = 1} .
Teorema 2. Mulţimea Un este un grup ciclic faţă de înmulţirea numerelor com-

plexe, numit grupul rădăcinilor de ordinul n ale unităţii.

Propozi̧tie. Fie Un =
©
xk = cos

2kπ
n + i sin 2kπn ; k = 1, 2, . . . , n− 1.

ª
. Atunci

hxki = Un ⇔ (k, n) = 1. (5)

Grupul ciclic Un are ϕ (n) generatori, unde ϕ (n) este numărul numerelor naturale
mai mici ca n, relativ prime cu n (indicatorul lui Euler). Cele ϕ (n) rădăcini de
ordinul n ale unită̧tii care generează grupul Un, adică numerele complexe de forma

xk = cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
, k = 1, 2, . . . , n− 1, (k, n) = 1. (6)

se numesc rădăcinile primitive de ordinul n ale unităţii. Notăm cu Pn muļtimea
rădăcinilor primitive de ordinul n ale unităţii şi cu ζ o rădăcină primitivă (oarecare)
de ordinul n a unităţii.
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Teorema 3.
Pn =

n
ζk | 0 ≤ k ≤ n− 1, (k, n) = 1

o
. (7)

Observa̧tie. Dacă n = p = număr prim, atunci Pp = Up \ {1}.
Teorema 4. 1)

S
d|n

Pd = Un,

2) Pd1
T
Pd2 = ∅, d1, d2 divizori naturali ai lui n, d1 6= d2.

Polinomul monic ale cărui rădăcini sunt rădăcinile primitive de ordinul n ale
unităţii, se numeste al n-lea polinom ciclotomic şi are forma

Φn (X) =
Y
ζ∈Pn

(X − ζ) , n ∈ N∗. (8)

Gradul polinomului ciclotomic Φn (X) este egal cu cardinalul muļtimii Pn, adică
ϕ (n).

Teorema 5 (relaţia lui Dedekind).

Xn − 1 =
Y
d|n
Φd (X) (9)

unde produsul se face după toţi divizorii naturali ai lui n.
Demonstra̧tie. Folosind descompunerea în factori a polinomului Xn− 1 şi Teo-

rema 4, avem

Xn − 1 =
Y
ζ∈Un

(X − ζ) =
Y

ζ∈ S
d|n

Pd

(X − ζ) =
Y
d|n

Y
ζ∈Pd

(X − ζ)

 =
Y
d|n
Φd (X) .

Teorema 6. Pentru p > 0, număr prim, avem:

Φp (X) = Xp−1 +Xp−2 + · · ·+X + 1. (10)

Observa̧tie. Φpk (X) = Φp
³
Xpk−1

´
, ∀k ∈ N∗, p număr prim, p > 0.

Exemple. Primele 10 polinoame ciclotomice:

Φ1 (X) = X − 1
Φ2 (X) = X + 1
Φ3 (X) = X2 +X + 1
Φ4 (X) = X2 + 1
Φ5 (X) = X4 +X3 +X2 +X + 1
Φ6 (X) = X2 −X + 1
Φ7 (X) = X6 +X5 +X4 +X3 +X2 +X + 1
Φ8 (X) = X4 + 1
Φ9 (X) = X6 +X3 + 1
Φ10 (X) = X4 −X3 +X2 −X + 1.

Teorema 7 (relaţia lui Möbius-Dedekind). Pentru orice n ∈ N∗ există relaţia:
Φn (X) =

Y
d|n

¡
Xd − 1¢µ(nd ) , (11)
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unde µ : N∗ → {−1, 0, 1} este funcţia lui Möbius, dată prin

µ (n) =


1, dacă n = 1,
(−1)k , dacă n = p1p2 · · · pk (p1,p2,. . . ,pk prime distincte),
0, dacă n se divide prin patratul unui numar prim.

Alte proprietăţi ale polinoamelor ciclotomice:
1) Φn (X) ∈ Z [X], ∀n ∈ N∗,
2) Φn (X) este ireductibil în inelul Z [X], ∀n ∈ N∗,
3) Φn (X) este un polinom reciproc, ∀n ≥ 2,
4) Pentru n ∈ N∗ şi p > 0 un număr prim avem:
i) dacă p divide n, Φnp (X) = Φn (Xp),

ii) dacă p nu divide n, Φnp (X) =
Φn (X

p)

Φn (X)
,

5) Φ2n (X) = Φn (−X), pentru n > 1, număr natural impar.

3. Legătura dintre polinoamele Fibonacci şi polinoamele ciclotomice.
Această legătură a fost expusă de K. Kuwano în The Design of Mathematic Work-
shop (în japoneză), Scientist, 2004 şi apoi preluată de K. Motose în [3].
Considerând două variabile x şi y şi notând cu X = x+ y şi Y = xy, vom defini

polinoamele simetrice Fn(X,Y ) prin

Fn (X,Y ) =
xn − yn

x− y
, (12)

numite polinoame Fibonacci de două variabile.
Exemple. F0 = 0, F1 = 1, F2 = x+ y = X, F3 = x2 + y2 + xy = X2 − Y etc.

Lema 2. i) Fm+n = FmFn+1−Y Fm−1Fn, pentru n ≥ 0 şi m ≥ 1; în particular,
Fn+2 = XFn+1 − Y Fn. (13)

ii) Dacă m este divizor al lui n, atunci Fm este divizor al lui Fn.
Demonstra̧tie. i) direct prin înlocuire în formula (12).
ii) Deoarece xm − ym este divizor al lui xn − yn, rezultă afirmaţia.

Observa̧tie. Dacă considerăm în formula (13) X = 1 şi Y = −1, obţinem
şirul lui Fibonacci, fapt pentru care polinoamele Fn(X,Y ) au fost numite polinoame
Fibonacci. O altă formă a polinoamelor Fibonacci de două variabile este:

Fn(x, y) =

[(n−1)/2]X
j=0

µ
n− j − 1

j

¶
xn−2j−1yj, n ≥ 1. (14)

În mod inductiv, vom defini polinoamele ciclotomice de două variabile

Φ1 (x, y) = x− y, xn − yn =
Y
d|n
Φd (x, y) . (15)

Lema 3. i) Φn (x, y) =
Q
d|n

¡
xd − yd

¢µ(nd ).
ii) Φn (x) = Φn (x, 1).
iii) Φn (x, y) = Φn (y, x), pentru n ≥ 2.
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Demonstra̧tie. i) rezultă din formula de inversiune a lui Möbius, iar ii) din i) şi
defini̧tia lui Φn (x). iii) decurge din punctul i) şi formula

P
d|n

µ
¡
n
d

¢
= 0 pentru n ≥ 2.

Deoarece polinoamele Φn (x, y) sunt simetrice pentru n ≥ 2, putem defini poli-
noamele Pn (X,Y ) unde X = x + y, Y = xy astfel încât Φn (x, y) = Pn (X,Y ). De
exemplu, P6 = x2 + y2 − xy = X2 − 3Y .
Teorema 8. Vom conveni ca P1 = 1. Atunci, avem:
1) Pn este ireductibil în Z [X,Y ];
2) Fn =

Q
d|n

Pd;

3) Pn =
Q
d|n

F
µ(nd )
d ;

4) (Fm, Fn)=F(m,n), unde ( , ) reprezintă c.m.m.d.c.; în particular (Fn, Fn+1)= 1.
Demonstra̧tie. 1) Pn ∈ Z [X,Y ] din defini̧tie. Dacă Pn = ST , cu S, T ∈ Q[X,Y ]

polinoame neconstante, atunci Φ (x)= Φ (x, 1)= P (x+1, x)= S (x+1, x)T (x+1, x)
pentru polinoamele neconstante S (x+ 1, x) , T (x+ 1, x) ∈ Q [x], contrar ireductibi-
lităţii peste Q.
2) Rezultă din următoarea ecua̧tie:

Fn (X,Y ) =
xn − yn

x− y
=
Y
1≺d|n

Φd (x, y) =
Y
d|n

Pd (x, y) .

3) Rezultă din formula de inversiune a lui Möbius.
4) Dacă mai întâi considerăm Pd = Pd0 atunci avem:

Φd (x) = Φd (x, 1) = Pd (x+ 1, x) = Pd0 (x+ 1, x) = Φd0 (x)

şi astfel d = d0. Din Lema 2, ii), ştim că F(m,n) este divizor comun al lui Fm şi Fn.
Dacă Pd este divizor comun al lui Fm şi Fn, atunci d este divizor comun al lui m

şi n şi deci d este divizor al lui (m,n). Astfel Pd este divizor al lui F(m,n). Deci, dacă
D este divizor comun al lui Fm şi Fn, atunci D este divizor al lui F(m,n), deoarece D
este un produs al polinoamelor ireductibile distincte Pd, ceea ce implică afirma̧tia.
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