ARTICOLE SI NOTE

Polinoame Fibonacci, polinoame ciclotomice
Loredana STRUGARIU, Ciprian STRUGARIU!

Deoarece girul lui Fibonacci este cunoscut elevilor inca din cl. a IX-a, iar rdd&cinile
de ordinul n ale unititii si polinoamele ciclotomice sunt in materia previzutd la
cl. a X-a pentru olimpiada de matematica, considerdm cd abordarea unui asemenea
subiect este utild atat elevilor cat i profesorilor. Vom prezenta cateva rezultate
privind polinoamele Fibonacci si cele ciclotomice gi legdtura dintre ele.

1. Polinoame Fibonacci - definire, legitura cu triunghiul lui Pascal.
Polinoamele Fibonacci sunt definite prin relatia de recurents

Fo(x)=aF(x)+ Fo1(z), cu Fi(z)=1 si F(z)== (1)

sau prin urmé&toarea formuld explicité

(G R _
Fa(w) = 3 ( y )w (2)

=0 J

n—j—1
unde [z] este partea intreagd a lui z, iar ( ] ) v Se convine ca

j n—j—1-
Fy=0.
Observatie. Polinoamele Fibonacci pot fi definite prin relatia de recurents

F,(z)=aF,_1(x)+ F—2(z), cu Fy(z)=0 si F(z)=1. (1)

Exemple: Fy(z) = 1, Fa(z) = x, F3(z) = 2?+1, Fy(z) = 23+ 22, F5(z) = 2*+322+1
etc. Luand x =1 in (2), obtinem F,, (1) = F,, unde F,, este girul lui Fibonacci.
Lema 1 (proprietatea de divizibilitate). Dacd m este divizor al lui n, atunci

F,, este divizor al lui F,,. Dacd p este un numdr prim, atunci F,(z) este polinom
ireductibil.

Teorema 1. Fie Fy, Fi, Fs, ... polinoamele Fibonacci peste campul Galois de
dimensiune 2. Atunci, avem:

1) Fo, 41 sunt singurii termeni de grad par si nu sunt divizibili cu x; Fy, sunt
singurit termenit de grad tmpar, n > 0;

2) Pt + Fn+t =aF,Fy, pentru 0 <t <mn;

3) Fop, = xF2, pentru n > 0;

4) Fopy1 = F2 + F2,,, pentru n > 0;
) B () = Fm( ) E, (xFy, (), pentru pentru m,n > 0;
)
)

5
6 Fgmn p = 2EmnFrm—p + Fp, pentru 0 < p < mn;
7 F2mn+p - menaner + F
km
Rid#cinile polinomului F,(z) sunt de forma z; = 2icos | — |, pentru k =
n
1,...,n — 1. Pentru p numdir prim, aceste rdddcini sunt de 2¢ ori partea reald a
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ridécinilor polinomului ciclotomic de ordinul p. Analizind coeficientii primelor poli-
noame Fibonacci se observi legitura dintre triunghiul lui Pascal si aceste polinoame:

Fi(z) = 12°
F2($> = 1z! F,x) n=5
F3(z) = 122 + 12° 1 =4
Fy(z) = 123 + 22 4l n=3
F5(z) = 12* + 322 + 129

6 (z) = 12 + 42® + 32! )1 n=2
Fr (2) = 12% + 52* + 622 + 12° n=1
Fs () = 127 + 625 + 1023 + 42! 1 | | —x

o (x) = 12® + 725 + 152 + 1022 + 12° 2 - : :

Fio (z) = 12° + 827 + 212° + 2022 + 5z 21

A.N. Philippou si asociatii sii [4] au studiat polinoamele Fibonacci de ordinul
k, k > 2, pe care le-au definite astfel:

By (@) =0, F{Y(x) =1
FP(2)= Y " FY (2), n=23,.. k

=1 3)
F,Ek)(x):Z:pk*jFr(Lli)j(x% n=k+1,k+2,...
j=1

Observatie. Pentru lc = 2 acestea se reduc la F,,(x), iar pentru k = 1 se reduc
la girul lui Fibonacci F ) de ordinul k.

2. Polinoame ciclotomice - definire, proprietiti. Pentru fiecare numir
natural n > 1 rdd&cinile complexe ale ecuatiei ™ = 1 se numesc raddcinile de ordin
n ale unitatii. Acestea sunt numere complexe de forma

2k 2k
xk:cos—ﬂ-—l—isin—ﬂ, k=1,2,...,n—1. (4)
n n

Multimea acestor rddicini se noteazd cu
U,={zeC|z"=1}.
Teorema 2. Multimea U, este un grup ciclic fatd de inmultirea numerelor com-
plexe, numit grupul rdddcinilor de ordinul n ale unitdzjii
Propozitie. Fie U, = {a:k = Cos 2’“—” +isin 27 L =1,2,... . n— 1.}, Atunci
(zp) =Un & (k’vn) =1 (®)

Grupul ciclic U,, are ¢ (n) generatori, unde ¢ (n) este num#rul numerelor naturale
mai mici ca n, relativ prime cu n (indicatorul lui Euler). Cele ¢ (n) rddicini de
ordinul n ale unitdtii care genereazid grupul U,,, adicd numerele complexe de forma

2% e
xk_cosT”Hi T k=12.n- 1 (k) =1, (6)

se numesc raddcinile primitive de ordinul n ale unitatis. Notdm cu P, multimea
rdécinilor primitive de ordinul n ale unit#tii i cu ¢ o rdddcing primitivd (oarecare)
de ordinul n a unitatii.



Teorema 3.
Po={c"l0<k<n—1, (kn)=1}. (7)
Observatie. Daci n = p = numdr prim, atunci P, = U, \ {1}.
Teorema 4. 1) |J Py =U,,
2) Py, Ps, = @:ﬂgh do divizori naturali ai lui n, di # ds.

Polinomul monic ale cérui radédcini sunt rédécinile primitive de ordinul n ale
unititii, se numeste al n-lea polinom ciclotomic si are forma

. (%)= [[ (X-¢), nen- ®)
CePy

Gradul polinomului ciclotomic ®,, (X) este egal cu cardinalul multimii P,, adic
@ (n).
Teorema 5 (relatia lui Dedekind).

X" —1=]]®a(X) (9)
d

unde produsul se face dupd toli divizorii naturali ai lui n.
Demonstratie. Folosind descompunerea in factori a polinomului X™ — 1 si Teo-
rema 4, avem

xr-1=Jlx-0= ] «-0=[I{I]&-0|=]]®(x).
¢eU, ¢ely Pa dln \¢CE€EPy d|n
dln
Teorema 6. Pentru p > 0, numdr prim, avem:
P, (X)=XP 14 XP 2 4. 4 X+ 1. (10)

Observatie. ¢, (X) =, (ka_1>, Vk € N*, p numér prim, p > 0.

Exemple. Primele 10 polinoame ciclotomice:

P (X)=X—1 o0 L

Dy (X)=X+1 3
P3(X)=X2+X+1 15 1

Py (X)=X2+1 04

D5 (X) =X+ X3+ X2+ X +1 .
D (X)=X2— X +1 5 e
Or(X) =X+ XP+ X XP 4 X2+ X 1 o : ; 4"50
Bg (X) = X411 A=

Py (X) =X+ X3+1

Pp(X)=X*'- X3+ X2 - X +1.
Teorema 7 (relatia lui Mébius-Dedekind). Pentru orice n € N* existd relatia:
2, (X) = [T (x* )" (1)
d|n
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unde p: N* — {—=1,0,1} este functia lui Mébius, datd prin
1, daca n =1,

k “ . L
p(n)=1< (=1, daci n =pipa---pr (p1,p2,-..,pk prime distincte),
0, dacid n se divide prin patratul unui numar prim.

Alte proprietiti ale polinoamelor ciclotomice:

1) @, (X) € Z[X], Vn € N*¥,

®,, (X) este ireductibil in inelul Z [X], Vn € N*|

®,, (X) este un polinom reciproc, ¥n > 2,

Pentru n € N* gi p > 0 un numér prim avem:

i) dacd p divide n, ®,, (X) = ®,, (XP),

o, (XP)

@, (X))’

5) &y, (X) = @, (—X), pentru n > 1, numir natural impar.

2)
3)
4)

i1) dacd p nu divide n, ®,, (X) =

3. Legitura dintre polinoamele Fibonacci si polinoamele ciclotomice.
Aceastd legdtura a fost expusd de K. Kuwano in The Design of Mathematic Work-
shop (in japonezd), Scientist, 2004 gi apoi preluatd de K. Motose in [3].

Considerand doud variabile x si y si notand cu X = x4y si Y = zy, vom defini
polinoamele simetrice F,(X,Y") prin

)
F,(X,Y)= T—Z (12)
numite polinoame Fibonacci de doud variabile.
Exemple. Fy =0, 1 =1, Fh=2+y=X, F3 =22 +13% + oy = X2 Y etc.
Lema 2. i) Fypn = FoFoy1 =Y F 1 Fy, pentrun >0 gi m > 1; in particular,
Frio=XFpi1 —YFE,. (13)

1) Dacd m este divizor al lui n, atunci F,, este divizor al lui F,.
Demonstratie. i) direct prin inlocuire in formula (12).
i1) Deoarece ™ — y™ este divizor al lui ™ — y™, rezultd afirmatia.

Observatie. Dacd considerim in formula (13) X = 1 gi Y = —1, obtinem
sirul lui Fibonacci, fapt pentru care polinoamele F,,(X,Y") au fost numite polinoame
Fibonacci. O altd form& a polinoamelor Fibonacci de doud variabile este:

[(n=1)/2] .
F,(z,y) = Z <n j 1)x"_2j_1yj, n>1. (14)
=0

In mod inductiv, vom defini polinoamele ciclotomice de doud variabile

P, (xay):x_ya $n—yn:H(I>d($,y) (15)
d|n
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Demonstratie. i) rezultd din formula de inversiune a lui Mobius, iar ) din ¢) si
definitia lui @, (z). i) decurge din punctul ¢) si formula > (%) = 0 pentru n > 2.
d|n

Deoarece polinoamele ®,, (x,y) sunt simetrice pentru n > 2, putem defini poli-
noamele P, (X,Y) unde X =z +y, Y = xy astfel incat @, (z,y) = P, (X,Y). De
exemplu, Ps = 22 +y? — 2y = X2 - 3Y.

Teorema 8. Vom conveni ca P, = 1. Atunci, avem:

1) P, este ireductibil in Z[X,Y];

2) Fn = H Pd,'

d|n
d|n

4) (Fon, Fr) = Fm n), unde () reprezintd c.m.m.d.c.; in particular (Fy,, Fry1)= 1.

Demonstratie. 1) P, € Z[X,Y] din definitie. Daci P, = ST, cu S,T € Q[X,Y]
polinoame neconstante, atunci ® (z)= ® (xz,1)= P (z+1,2)= S (z+1,2) T (z+1,x)
pentru polinoamele neconstante S (x + 1,z),T (z + 1,2) € Q[z], contrar ireductibi-
litatii peste Q.

2) Rezultd din urméitoarea ecuatie:

v — "
Fu(X.Y) = ——2 = ] ®ale,y) =[] Pale.y).
Y 1=<d|n d|

3) Rezultd din formula de inversiune a lui Mobius.
4) Dac8 mai intai considerdm P; = Py atunci avem:
Oy(x)=P4(x,1)=Py(x+1,2) =Py (z+1,2) = Oy (x)

si astfel d = d’. Din Lema 2, i), stim c& Fi,, ) este divizor comun al lui F, si F,.

Dacd P, este divizor comun al lui Fy,, si F,,, atunci d este divizor comun al lui m
sin i deci d este divizor al lui (m,n). Astfel Py este divizor al lui F{,, ,,). Deci, daca
D este divizor comun al lui Fy, si F},, atunci D este divizor al lui F{,, ), deoarece D
este un produs al polinoamelor ireductibile distincte Py, ceea ce implicd afirmatia.
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