Asupra unor ecuatii diofantice patratice
Gheorghe MOLEA'

Scopul acestui material este de a prezenta cateva procedee de rezolvare a unor
ecuatii diofantice de gradul al doilea cu doud sau trei necunoscute accesibile nivelului
gimnazial si a le aplica in rezolvarea catorva probleme intalnite in Gazeta Matematica
sau alte publicatii.

Teorema 1. Solutiile intregi ale ecuaties
az’® 4 bay + cy +d = 0, (1)
unde a,b,c € Z* §i d € Z, sunt
p—c q—ap—+2ac
(%ZJ)G{( b 02 >EZ><Z; p,q €7, pq:—(ac2+b2d)}. (2)

Demonstratie. Inmultind ecuatia cu b? si apoi scazand ac? din ambii membri,
obtinem

ab’z? + bxy + cb’y + db® — ac® = —ac® < (bx +¢) (abx + by — ac) = —ac® — bd.

Ca urmare, solutiile intregi ale ecuatiei (1) sunt solutiile intregi ale sistemelor
br+c=p, abx+by—ac=q; p,qE€Z,
unde pg = — (a02 + b2d). Rezolvarea acestor sisteme conduce la solutiile
p—c q — ap + 2ac
b Y= 2
deci solutiile intregi ale ecuatiei (1) sunt date de (2).

xr=

Aplicatie. Rezolvati in numere intregi ecuatia 922 — 4xy —y = 1 (Loredana
Agore - E:12/18, G.M. - 10/2002).

Solutie. Avem a =9, b= -4, ¢c=—1,d = —1, deci — (a02 + b2d) =7, de unde
(p,q) € {(1,7),(7,1),(-1,-7),(=7,—1)}. Tinand seama de (2), obtinem solutiile
(x7y) € {(_27 _5) ) (07 _1)}'

Teorema 2. Solutiile intregi ale ecuatiei

az® 4+ bx — ay® + ¢ =0, (3)

a,b,c € Z*, sunt

_ 9% a—
(m,y)e{(p+q 4 p)erZ; p,q EZ, pq:b2—4ac}. (4)

da  4da
Demonstratie. Inmultind (3) cu 4a si adunand apoi b? la ambii membri, obtinem
(4az* + dabx + b*) —4a’y® = b*—dac & (2az + b — 2ay) (2az + b + 2ay) = b*—4ac.
Revine la a gasi solutiile sistemelor liniare
2a¢+b—2ay=p, 2ar+b+2ay=gq; p,q€EZ,
cu pg = b? — 4ac. Solutiile intregi ale acestora, deci si ale ecuatiei (3), sunt date de

(4).
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Aplicatie. Sa se rezolve in numere intregi ecuatia x* + 13z = y? — 26 (Gh.
Achim - C:2487, G.M. - 3/2002).

Solutie. Avem a =1, b= 13, ¢ =26 si b> — 4ac = 65. Deci (p,q) € {(1,65),
(65,1),(5,13),(13,5),(-1,-65), (—65,—-1),(—5,—13), (=13, —5)} si, din (4), soluti-
ile cautate sunt (z,y) € {(10,16), (10, -16), (-2,2), (-2, -2),(-23,-16) , (—23,16),
(_117 _2) ) (_117 2)}

Teorema 3. Solutiile in Z> ale ecuatiei

2’ +ay’ = (a+b*) 2%, abeZ, (5)
sunt date de
mzt(?amnfmeJraan), y:t(aanQbmnme), z:t(an2+m2), t,m,neZ. (6)

Demonstratie. Ecuatia (5) se mai scrie (z 4+ bz) (x —bz) = a(z2 —y) (2 + y) si

este echivalentd cu ansamblul sistemelor liniare

m(x+bz)=an(z—y), n(x—-bz)=m(z+y); m,neLZ.
Rezolvate in raport cu x si y, acestea conduc la solutiile

z (2amn —bm? + aan) z (an2 — 2bmn — m2)

T = Y = ;. m,n € Z.
an? + m? ’ an? + m?2 ’ ’

Notand z =t (an2 + m2), t € Z, obtinem ca posibile solutii ale ecuatiei (5) tripletele
(x,y,2) cuz, y, z dati de (6). Se verificd ugor ci toate aceste triplete sunt solutii ale
ecuatiei date.

Aplicatie. Sa se arate ca existi o infinitate de numere intregi z, y, z astfel incdt
22 +y? = 22 (Dana si Eugen Radu — Probleme de matematica pentru concursuri
§i examene).

Solutie. Luand in (6) a = b = 1, gisim ci solutiile ecuatiei 22 + y? = 222 sunt
date de

x—t(n —2mn — 2),y:t(n2—|—2mn—m2),z=t(m2+n2), t,m,n € Z.

Exercitiu. Rezolvati in Z x Z ecuatia z? — y? = 322.

Teorema 4. Solutiile ecuatiei
az? +bxy+ Ayt =22, a,bce, (7
in multimea Z3 sunt date de
x:t(bm2—2cmn), y=t (nz—amz), z:t(bmn—cnz—ach), t,m,neZ. (8)

Demonstratie. Scriind ecuatia datd in forma z (azx + by) = (z — cy) (2 + cy) si
procedand ca in cazul ecuatiei (5) obtinem sistemele liniare

nr+cmy =mz, amz+ (bm—cn)y=nz; m,n €%,
si in cele din urma rezultatul dorit.
Aplicatie. Se considerd a,b,c € 7Z*. Demonstrali ca ecuatia in x §i z:

ax?® +bx+c? = 2% are o infinitate de solutii in multimea numerelor rationale (Gigel
Buth - C:2690, G.M. - 12/2003).
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Solutie. Ecuatia din enunt se obtine din (7) pentru y = 1. Tinand seama de (8),
urmeazd ci ¢ (n? — am?) = 1 si, deci,
bm? — 2cmn bmn — en? — acm?
r=——  2z= . m,n€Z cu n?—am?#0.
n2 —am? n2 — am?

Asgadar, ecuatia datd are o infinitate de solutii (z,y) cu z,y € Q.

Aplicatie. Si se arate ca ecuatia x> + xy + y?> = 1 are o infinitate de solutii
numere rationale (L. Panaitopol, D. Serbanescu — Probleme de teoria numerelor
i combinatoricd pentru juniori, Problema 153).

Solutie. Proceddm ca in aplicatia precedenta. Ludnd a =b=c=1giz=11n
(7), se obtine ecuatia datd. Din (8), avem ¢ (mn —m? —n?) =1 i apoi

2 2

m? — 2mn n°—m

t=——>"—>5¢€Q y=

5 5 €eQ; m,ne’Z.
mn —m?2—n

mn —m?2 —n?

Observatie. Pentru a = ¢ = 1 gi b = 0 ecuatia (7) devine ecuatia pitagoreicd
22 + 9% = 22, iar (8) conduce la solutiile acesteia: = = 2mnt, y = (m2 —n2) t,

z= (m2+n2)tcu t,m,n € Z.

Recreatii ... matematice

Truelul

Un truel este asemanator cu un duel, dar exista trei participanti in loc de doi.

Domnii X, Y si Z se hotarasc sd rezolve un conflict truelandu-se cu pistoalele
pana cand va ramaéane in viatd doar unul dintre ei. X este cel mai prost tragitor,
nimereste in medie tinta doar o datd din trei. Y este un tragator mai bun, nimeregte
tinta de doud ori din trei. Z este cel mai bun tragator, nimereste tinta de fiecare
datd. Pentru a face truelul mai echitabil, X trage primul, urmat de Y (dacd mai
este In viatd), urmat de Z (dacd mai este in viatd) s. a.m.d., luand ostilititile de la
inceput, pana cand rdmane in viatd numai unul singur dintre ei.

Intrebarea este urmatoarea: asupra cui ar trebui sa traga X primul sau foc?

Nota. Raspunsul se gaseste la p. 70.
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