














_ 16R - p2r? _ 16 Rp?r? 8Rr?

 p(2p-a+2S)  p(4pR+ 2pr) T 2R+r

Nota. A mai rezolvat problema d-1 Marius Olteanu.

L319. Fie I centrul cercului inscris in triunghiul ABC. Notam cu O1,02 si O3
centrele cercurilor circumscrise tringhiurilor BIC, CIA respectiv AIB. Demonstrati

ca
1 1 1 1 1 1

+ + < + + .
BC-0:03 CA-0s0, AB-0,0, — BC-CA C(CA-AB AB-BC
Florin Stanescu, Gaesti

Solutie (Marius Olteanu, Rm. Valcea). Observam ca m(O) = a (m(BIC)) =
B
180° ;— C, iar patrulaterul O;MIN este inscriptibil) si, deci,
m(B/OIZ’) = 2m(0;) = B + C. Ca urmare, unghiurile

——

BO:C si A sunt suplimentare, deci patrulaterul ABO;C
este inscriptibil. Asadar, O; - si la fel punctele Os, O3 -
se afla pe cercul circumscris triunghiului ABC.

Avem: 0,03 = 2RsinO; = 2Rsin 29, adica
0503 = 2R cos g. Similar, 0301 = 2R cos g si 0105 =
2R cos % Tinand cont de aceste relatii si de formula
abc = 4Rrp, inegalitatea din enunt, se scrie:

1 1
1 < -
W Zacosé T
NI o1 1.1 1 1
Presupunand cd a > b > ¢, rezulta cd ; < 3 < ¢ si 5 = 5 = S
cos 5 cos 5 cos 5

utilizand inegalitatea lui Cebagev, obtinem:

o) Y3 () <21A>

a cos bl

Pentru majorarea membrului drept din (2) folosim > 1 < 2 (N. Minculete,

FEgalitati si inegalitati geometrice in triunghi, p. 55, 3.4.9), [] cos % = J= (ibid., p. 7,
1.11) g Y cos Bcos & < 2 (ibid., p. 146, 7.99) si avem:

adica (1), q.e.d.
Mentionam cé, pe langa conciclicitatea punctelor A, B, C, O, Os, O3, avem gi co-
liniaritatea punctelor din tripletele A, I,O1; B, 1,05 i C, I, O3.

Solutie (Dan Dumitrescu, elev, Rm. Vélcea). Se constatd ugor cid O; este
intersectia bisectoarei unghiului A cu cercul circumscris triunghiului ABC, iar Os

178



1
5(14 + B), obtinem ci& 0105 =

C
= 2R cos —; relati similare pentru segmentele O203 si O30;.

si O3z au pozitii similare. Cum m(01/0-3\02> =
A+ B

2R sin

Inegalitatea de demonstrat se scrie in forma:

1 1
Z A+B SZ:sinA-sinB

sin C - sin 5=

sau
1 1 1 1
- - <« )
(*) ZsinC’-sinAJrTB ZZ(sinC~sinA+sinO-sinB)

Functia f(x) =

—— x € (0,7), este convexd. Avem:
sin

1 1 ( 1 n 1 ) .. 1 <1 < 1 n 1 >
sin A;B T 2 \sind4 sinB sinC' - sinA"QF—B ~2\sinC-sinA  sinC-sinB /"’
Adunénd aceasta ultima inegalitate cu similarele ei, obtinem inegalitatea (*), q.e.d.

Nota. D-I1 N. Roman da exemple prin care inegalitatea in forma data in nr.
1/2017, nu este adevaratd gi nu este adeviratd nici inegalitatea cu semn contrar.

L320. Intr-un plan se dau doud puncte B si C si o dreapta A paraleld cu BC.
Un punct A este mobil pe A. Sda se determine locul geometric al circumcentrului
triunghiului median ol triunghiului ABC.

Temistocle Birsan, Iasi

Solutie. Fie D, E, F mijloacele laturilor BC, C' A, respectiv AB. Fie a, d lungimea
laturii BC, respectiv distanta dintre A si dreapta BC.

Alegem un sistem de axe cu originea in D, ca in figurd. Avem: D(0,0), B (f%, O),

1 d
C (g,O), A(A,d), unde A € R. Pentru mijloacele F gi F' avem: F (2 ()\+ %) , 2)
1 d
si F (2 ()\ — g) ,2>, iar pentru mijloacele M gi N ale segmentelor DE si DF
1
avem: M (4 (/\ + %) ,Z), N (i (/\ — %) ,%). Mediatoarele segmentelor DE si DF au
ecuatiile:
_d_ g A3 4" A
YTUT T 4
si
d A2 A—g F E
YTaTTa \UT e ) L
Elimindnd pe A din sistemul acestor doua M N .
ecuatii, vom obtine ecuatia locului. Egaland
membrii din dreapta, obtinem: D o

A+ g A+ g - by
T d <x_ 4 >__ a \"" 1 )
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care, dupa calcule, revine la A = 2x. Introducand aceasta expresie in prima ecuatie si
ordonand, obtinem ecuatia locului geometric al circumcentrului triunghiului median:

1 9 2 a?
Yy = 4d[4$ <d+4)],

care este o parabola simetrica fatd de axa y-lor i concavitatea spre y-ii negativi.
Se verifica prin calcul direct ca orice punct de pe aceastda parabola corespunde
1
unei pozitii a punctului A pe A: punctul Py(zo, yo), cu yo = —— [4:10% — (d2 + %2)],

4d
corespunde punctului A(2xg, d).

1
4d
nu va intersecta A\, ceea ce este echivalent cu a < 2v/3d. Evident, daci a = 2v/3d,
parabola are varful pe A, iar daci a > 2v/3d, ea intersecteazi A in douad puncte.

Nota. Am primit solutii partiale din partea d-lor Neculai Roman si Marius

Olteanu, precum gi de la elevul Dan Dumitrescu, Ramnicu Valcea.

Pentru z = 0 se obtine Y400 = (d2 + %) Ca urmare, daca ym,q. < d, parabola

L321. Notam cu [z] si {x} partea intreagad respectiv partea fractionard ale numdrului
real x. Demonstrati cd, pentru orice numdar real pozitiv x, are loc inegalitatea

2 ., fa)? L1
TP+ @le} + B | Tl + Qle]+ (o}~ 72

Nicusor Zlota, Focsani

Solutie (Marius Olteanu si Titu Zvonaru). Partea intreags si cea fractionara
nu joacd (aproape) niciun rol. Vom demonstra cé
a® b2
7a? + (2b + a)? + 702 + (2a + b)?

(%)

1
S oW
8
fntr-adevér7 dupa eliminarea numitorilor gi reducerea termenilor asemenea, ramane
de dovedit c& a3b + ab® > 2a2b?, fapt care este imediat din inegalitatea mediilor. In
(*) avem egalitate dacd si numai dacd a = b. Cum nu putem avea [z] = {z} pentru
x € (0,00), chiar si forma mai tare (*) a inegalitatii dorite este stricta.

Nota. A mai rezolvat problema Dan Dumitrescu, elev, Ramnicu Valcea.

L322. Fie a,b,c € (0,00) cu a+ b+ c=+/3. Demonstrati ci

£< a n b n c <3\/§’
4 —a?24+1 b24+1 c24+1- 4

Generalizare!
Tidor Pricope, elev, Botosani

Solutie (Titu Zvonaru). Vom demonstra direct urmatoarea generalizare:

Fie n € N* gi aq,az,...,a, € [0,00) cu Zai = +/n; atunci avem:

i=1
n
D < a; ny/n
n+1~ a?+1 - n+1
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n

n
a; a; n . oo
Deoarece a% < n, avem: E 5 > E ' = Y . avem egalitate daca si
= +1 n+1 n—+1

numai dacii 7 — 1 numere sunt nule. Pentru a doua inegalitate, folosim inegalitatea
mediilor gi apoi inegalitatea lui Bergstrom:

n a n o n o
i _ i < i B
;af—i—l 1:1a%+%+%_;2ai’ﬁ+n;1
. a; 1 n n
:Z : < 25 \/ﬁJr(n*l)E na1>
a; a; 1 1 — 2
Sva Tyt et et (n+1) ( i=1 i1
1 ny/n
:72 —]_ = .
o ap /e bl = VI =

Avem egalitate daca gi numai daca a1 = ag = ... = ay.

Nota. Pentru cazul n = 3, am primit solutii din partea d-lui Marius Olteanu
si elevului Dan Dumitrescu, care folgsesc inegalitatea lui Jensen pentru functia
concava f : [0,4/3] — [0,00), f(x) = oL

L323. Demonstrati cd, pentru oricare numere a,b, c din intervalul (0,1), are loc
inegalitatea

(1—abc)®(1—a)(1-b%)(1—c?) < (1—a?b)(1 —ab*)(1—a*c)(1—ac®)(1—b%c)(1—bc?).

Marian Tetiva, Barlad

Solutie. Pentru orice z € (0,1), avem ci In(1 —z) = — Z T Tinand cont de
n
n>1

inegalitatea lui Schur: x> + y3 + 2% 4+ 3zyz > 2%y + 2y? + 222 + 222 + %2 + y22,

1
Vz,y,z > 0, avem: In(1—a®) +1n(1 —b%) +1In(1 — ) +31n(1 — abe) = — Z —(a®" +

n

n>1

1
p3n + iy + 3anbncn) < - Z 7<a2nbn + a"b2" + a2t + ac2n + p2nen + bnc2n) —
n
n>1
In(1 - a?b) +1n(1 — ab?) +In(1 — a®c) + In(1 — ac®) +1In(1 — b*c) +In(1 — bc?), de unde
cerinta problemei.
L324. Daca a,b,c € (0,00), demonstrati inegalitdatile:

2a2 a2+ b2+
>3 ;
a)zb—i—c_ a+b+c’

3 2,12, .2
b) Z a Z ;a + b +c )
b24+¢2 =2 a+b+e
Neculai Stanciu, Buzau si Titu Zvonaru, Comanesti

Solutie 1 (Marius Olteanu). a) Presupunem a > b > ¢ > 0; atunci a? > bh% > 2
1 1

si > >
S b4+c T c+a " a+bd
a? 1 5 1 1 ) 9 ~3Ya?
Zb—kczg(za )(Zb+c)§§(2a )Z(b—FC) 2> a’

. Aplicand inegalitatea lui Cebisev, apoi M H < M A, avem:
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de unde rezulta inegalitatea dorita.

a3 a3
DY gz (X) (Z zﬁ) >3 (X) s - 3%

S Ya
a2 T Ya’
(>~ a?)? si se deduce imediat din C — B — S.

Pentru ambele inegalitati, egalitatea se realizeaza cand a = b = c.

Ramane sa aratam ca aceastd inegalitate revine la (3" a®)(3 a) >

Solutia 2 (Marin Chirciu). a) Cu inegalitatea lui Bergstrom, obtinem
2 4 2\2 2
Za :Z a > > a%) Z§.Ea’
b+c a?(b+c) = > a?(b+c) — 2 > a
unde ultima inegalitate este echivalenta cu
22@2(12 > 3Za2(b+c) =2 [Za?’ +Za2(b+0)} > 2Za2(b+c) =
22@3 > Zaz(b+0) &= 22@3 > Zab(a+b),

care rezultd din a® + b3 > ab(a + b) < (a — b)? > 0 si analoagele.
b) Cu inegalitatea lui Bergstrom, obtinem

a at (>-a?)? 3 Ya
Zb2+c2_za(b2+c2)Zza(b2+c2)25'za’

unde ultima inegalitate este echivalenta cu
22@2@2 > 32:a(b2 +c*) =2 {Zag —I—X:a(b2 +02)} > Z’)Za(b2 +c?) e
2Za3 > Za(b2 +c) e 22(13 > Zab(a+b),

care rezultd din a® + b3 > ab(a + b) < (a — b)? > 0 si analoagele.

Nota. Am mai primit solutii corecte de la d-nii Nicusor Zlota, Corneliu
Manescu- Avram, precum si de la elevul Dan Dumitrescu, Ramnicu Vélcea.
D-1 Marius Olteanu demonstreaza ca este adevarata urmatoarea extindere:

am+1 a™

me“m zzbmflﬂmfl, Va,b,c > 0,Ym € N*.

L325. Dacd z,y,z € (0,00), demonstrati cd

z? 2 22 3@ +y?+ 22—y —yz— 2z
—+y—+—2 3(x2+y?2 +22)+ ( y y—y )
Y z T T+y+z

Leonard Giugiuc, Drobeta-Tr. Severin si Marian Cucoaneg, Marasesti
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Solutia 1 (Titu Zvonaru). Inegalitatea 64 din Vasile Cartoaje - Algebraic
Inequalities, Gil Publishing House, 2006, p. 458, spune ca

2 2 2 2,2 L2
T z 6(z“+y“+=z
PN S S )
Y z T T+y+z
In aceste conditii, ar fi suficient sa dovedim ca

6(:r2+y2+22)—(m+y+z)2_3(x2+y2+z2—xy—yz—zx)
r+y+z rT+y+z

> V/3(a? +y? + 22).

Aceasta din urma relatie se rescrie echivalent:

- 2(x +y+2)2 = 3(zy +yz + 2x
r+y+z

) > 2@ +y+2)?2—6(zy +yz+2z) &

sS4z +y+2)t =12z +y+2)%(xy + yz + zx) + Y2y +yz + 22)? >
>3(x+y+2) —6(x+y+2)(vy+yz+22) &
& ((x+y+2)? = 3(zy +yz + z2))? > 0,
evident adevarat. Avem egalitate daca gi numai daca z =y = z.
Solutia 2 (Dan Dumitrescu, elev, Rm. Vélcea). Inegalitatea se scrie:

22 o2 2
(y—2m+y)+(z—2y+z>+<x—2z+x) >V3(@2+yP+22)—(x4+y+2)

a9’ +-2"+ -0

2(x+y+2)

=

@Z(x—y)2> > (x—y)* +3Z(ff—y)2

Yy VB (@ ty+2) 2>

2 (1 1 3
Zl(xy) (y W+Zx22x>1 =0

Utilizand faptul evident ca —

L > —3 L_ observam ci este suficient si
\/3 S az24+> >z
aratam inegalitatea urmatoare:

Z{(az—y)2 (;—;ggﬂ >0 (@-y? ittty

Y

Notand S, = %W si analog Sy, S, este suficient sa ardtam c& S, + S, + S, > 0,
SaSp + SpSe + S:S, > 0 pentru a stabili ultima inegalitate (Pha{n Kim Hung —
Secrets in inequalities, t. 11, cap.I) gi cu aceasta inegalitatea cerutd. Intr-adevar, S,+
SptSe=F+E+4+2424+2-3 >0, evident. Apoi, >-SaSy =3 %fﬂ“) -
x3+y3+z3+6zyzf(x2y+zy2+y22+y22+z2z+zm2) Z 0 (Schur).

TYz
Nota. Am primit o solutie partiala din partea d-lui Marius Olteanu.
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Probleme propuse!

Clasele primare

P387. Intr-o farfurie sunt patru mere si sapte pere. Se consuma cinci fructe. Pot
ramane pe farfurie patru pere? Justificati!
(Clasa pregstitoare) Ana Stoica, elevi, Iasi

P388. Un elev de la clasa pregatitoare observa si retine urmatoarele imagini:
un elev intra in curtea scolii, un copil jucandu-se in parc, un elev agezat in banca si
un copil privind cerul cu stele. Precizati ordinea derularii evenimentelor din aceste
imagini intr-o zi.

(Clasa pregstitoare) Ecaterina Brinzac, eleva, Iasi

P389. O paine costa 1 leu si 50 bani, iar o carte costa cat sase paini gi jumatate.
Cat costa o carte?
(Clasa I Maria Bizdiga, elevi, lasi

P390. O veverita duce ghinde la doua scorburi vecine. La fiecare transport ea
duce trei ghinde. Dupa cate transporturi sunt cate noua ghinde in fiecare scorbura?
(Clasa I Teodor Patrascu, elev, Iasi

P391. Un vehicul se deplaseaza, pe rand, in urmatoarele directii: inainte, stanga,
inapoi, stanga, inainte, dreapta, inainte, stanga s.a.m.d. Cum se deplaseaza vehiculul
la a treisprezecea schimbare de directie?

(Clasa I Maria Cracana, elevi, lasi

P392. Scrieti numarul 55 utilizand de sase ori cifra 2.
(Clasa a ll-a) Alexandra Madalina Ciobanu, eleva, Iasi

P393. Aratati ca suma tuturor numerelor formate din doud cifre cu suma 9 se
imparte exact la 9.
(Clasa a ll-a) Madalina Baciu, elevi, Iasi

P394. Trei frati s-au nascut la diferenta de 1 an si 6 luni, al doilea fata de primul
cat gi al treilea fata de al doilea. Peste cati ani vor avea, impreuna, 19 ani si 6 luni?
(Clasa ll-a) Madalina Apopei, eleva, lasi

P395. Aratati ci numarul abc 4 bea + cab se imparte exact la 3.
(Clasa a IlI-a) Daniela Mititelu, eleva, lasi

P396. In sase pungi sunt 38 bomboane rosii, verzi, albastre gi portocalii. Stiind
ca In fiecare punga sunt bomboane de toate culorile, sa se arate ca exista cel putin
doua pungi cu acelasi numar de bomboane.

(Clasa a Ill-a) Sinziana Hutanu, eleva, Iasi

1Se primesc solutii pani la data de 20 ianuarie 2018.
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P397. La un concurs de matematica au participat 33 elevi de clasa

a ITI-a. Rezultatele sunt date in graficul cu coloane alaturat. nr ap
Stiind ca 14 elevi au luat cel mult nota 6, sa se afle cati elevi  elevi

au luat nota 6 sau nota 7. 41|44 9
(Clasa a Ill-a) Gabriela Timofte, elevi, Iasi

5678910 Note

P398. In configuratia geometrica alaturata, patrulaterele ABCD, DEFQG,

FHIJ, IKBL sunt patrate. Aratati ca suma perimetrelor p G o
patratelor DEFG, FHIJ si IKBL este egald cu perimetrul

patratului ABCD. ETIF J
(Clasa a ll-a) Adelin Nicolae Bechet, elev, lasi H 1] l1

P399. Doua fete opuse ale unui cub pot fi acoperite cu patrate de latura 1 cm,
alte doua fete opuse pot fi acoperite cu patrate de latura 2 cm, iar celelalte doua fete
opuse pot fi acoperite cu patrate de latura 3 cm. Aratati ca suma lungimilor tuturor
muchiilor cubului nu poate fi 96 cm.

(Clasa a IV-a) Petru Asaftei, Iasi

P400. In clasa a IV-a elevii invata 12 discipline. La sfarsgitul anului scolar, elevii
clasei a IV-a A au avut un total de 241 calificative FB anuale, pe discipline, iar cei
din clasa a IV-a B au avut 239 de FB. Premiul intai s-a acordat numai elevilor care
au avut calificativul FB la toate disciplinele. Care clasa a avut sansa sa aiba cele mai
multe premii intai?

(Clasa a IV-a) Bianca Tugui, eleva, Iagi

P401. Numerele a, b, ¢ si d indeplinesc egalitatile a + b+ c+ d = 15 si 2a + 2b +
4c+ d = 30. Sa se arate ca a + b se imparte exact la 3.
(Clasa a IV-a) Cristina Ionela Chelaru, eleva, lasi

P402. Sa se afle numerele naturale a, b, ¢ stiind ca au loc egalitatile: a+b+c = 48,
20 —2b=2b—c=2c+b—a.

(Clasa a IV-a) Georgiana Avadanei, elevi, Iasi
Clasa a V-a
32016 4 32017
V.221. Demonstrati ca fractia s este ireductibila.

Tinuta Bejan, Iasi

2n%2—n+6

V.222. Determinati cel mai mic numéar natural n pentru care fractia ———
3n?2+n+5

se simplificd prin 17.
Vasile Chiriac, Bacau
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V.223. Demonstrati ci nu existd numere naturale abc cu proprietatea ab-c = abe
sau cu proprietatea ab - ¢ = acb, dar exista numere abc cu proprietatea ab - ¢ = bac.
Valeriu Brasoveanu, Barlad

V.224. Determinati numerele naturale abcd pentru care 2 - 3 - 7¢ 4 d = 2017.
Catalin Calistru, Iasi si Veronica Huiban, Barlad

V.225. Prin impéartirea numérului ab la un multiplu comun al numerelor a si b
se obtine un cat ¢ egal cu restul, ¢ > 2. Determinati ab.
Claudiu Stefan Popa, lasi

V.226. Demonstrati ca 44...4 —88..8 = 44..4 3 55...5 6.
—— N~ —— ——

2n cifre n cifre n—1 cifre n—1 cifre

Radu Ghenghiu, Oradea

V.227. Se pot ordona numerele 1,2,3,...,100 astfel incat suma oricaror zece
numere consecutive sa se divida cu 97
Ioan Viorel Codreanu, Satulung (Maramures)

Clasa a VI-a

VI.221. Determinati numerele prime p si ¢ care verifici relatia p3¢® = p® + 3¢° +
127.

Ionut-Florin Voinea, elev, Bucuregti

x
VI1.222. Numerele rationale pozitive x,y, z,t sunt astfel incat 52 - Y
x

1 2 3 4 1 e
z t

= —— g -4+ -4+ -4+ ===, Calculati 4 3 2 t.

5 4—|—t§lm+y+z+t 5 alculatl 4z + 3y + 2z +

Nicolae Ivaschescu, Canada

V1.223. Trei numere naturale x,y si z nu au niciun factor prim comun si satisfac
1 1 1
relatia — + — = —. Aréatati ca x + y este patrat perfect.
T Yy oz
Viorica Momita, Iasi

312017 -5

VI1.224. Demonstrati ca fractia F = 372007 — 18 este reductibila.

TIonel Tudor, Calugareni si Viorica Dogaru, Giurgiu

VI.225. Determinati numerele naturale z,y si z pentru care 2018% — 2018 —

2017%.
Cecilia Deaconescu, Pitesti si Radu Deaconescu, student, Pitesti

V1.226. In triunghiul isoscel ABC, AB = AC, se consideri bisectoarea BE, E €
AC si punctul P pe segmentul BC' astfel incat PE = PC'. Stiind ca triunghiul BEP
este isoscel, determinati masura unghiului ABC.

Mirela Marin, Iasi

__ VI.227. Se considera triunghiul ABC' dreptunghic in A. Bisectoarea unghiului
B intersecteaza latura AC in D si perpendiculara in C pe BC in E. Bisectoarea
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unghiului ACE intersecteaza dreapta AB in P. Daca AD + DP = AB, determinati
masura unghiului B.
Catalin Cristea, Craiova

Clasa a VII-a

VII.221. Un program lucreaza cu triplete de numere naturale si face doua
operatii:

I. transforma tripletul (a,b,¢) in (a + 1,0+ 1,c+ 1);

II. transforma tripletul (a,b,¢) in (a + 1,0+ 3,c+ 5).

Este posibil ca, plecind de la tripletul (1,2,3), si se obtind, dupd un numar de
pasi, un triplet de forma (z,y,y)?

Catalin Budeanu, Iasi

VII.222. Fie a,b, c trei numere naturale si n = a?(b — ¢) + b%(c — a) + c(a — b).
Demonstrati ca x = v/2017" este numar rational.
Nicolae Ivaschescu, Canada

VIIL.223. Determinati numerele naturale n pentru care numarul N = (11)2 -1 -
34+ (21)2-2-4+ ...+ (n!)? - n(n + 2) este patrat perfect.
Alessandro Ventullo, Milano

VII1.224. Punctul M este mijlocul laturii BC a triunghiului ABC, iar punctele

P i Q se afld pe laturile AB, respectiv BC, astfel incat PQ || AM. Dacid N este
simetricul lui P fatd de @, demonstrati ca BN || AC.

Gheorghe Iurea, Iasi

VII.225. Se considera punctul A, dreapta d care nu trece prin A si notam cu D
proiectia lui A pe d. Aratati ca, oricare ar fi punctul M din plan gi oricare ar fi N pe
dreapta d, este adevirata inegalitatea 2(M A% + M N?) > AD?

Constantin Petrea, Pascani

VII.226. Pe laturile AB gi BC' ale patratului ABC'D se considera punctele M,
respectiv IV, astfel incat BM # BN. Perpendiculara in M pe M N intersecteaza
latura AD in P, iar perpendiculara in N pe MN intersecteaza latura CD in Q.
Stiind ca triunghiul DPQ este isoscel, aratati ca Ppynv = Pamp + Pono-

Cosmin Manea si Dragos Petrica, Pitesti

VII.227. Fie ABCD un trapez cu bazele AB = 2b i CD = 2a, b > a. Punctele

M si N sunt mijloacele bazelor. Daca M N = b—a, aratati ca unghiul ADB nu poate
fi drept.

Marian Ciuperceanu si Lucian Tutescu, Craiova
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Clasa a VIII-a

VIII.221. Rezolvati in R? ecuatia 2622 + 101y? + 100zy — Sz + 4y + 20 = 0.
Bogdan Chiriac, Bacau

VIII.222. Daca n > 2 este un numar natural, aratati ca

- [Vanz=on+4] =2

4
271[ 4—94‘72
n n

Ovidiu Pop, Satu Mare

VIIIL.223. Fie a,b, ¢, d patru numere reale pozitive cu a+b+c+d = 4. Aratati ca
bed acd abd abc

<
{)cd+bc+cd+db+acd+ac+cd+da+abd+ab+bd+da+abc+ab+bc+ca -

Mihaela Berindeanu, Bucuresti

VIII.224. Fie a, b, c numere reale pozitive astfel incat abc > a+b+c. Demonstrati
ca a2 +b>+c2>V3a+b+e).
Florin Rotaru, Focsani

VIII.225. Determinati numerele naturale n pentru care numerele v/2n, v/2n + 1,
..., v/ 3n sunt, toate, irationale.
Constantin Dragomir, Pitesti

VIII.226. Se considera prisma triunghiulara regulatd ABC' A’ B’C’ cu latura bazei
de 6cm si inaltimea de 12cm. Punctele M si N se afla pe muchia CC’ astfel incat
CM = 6cm i CN = 4cm. Determinati cosinusul unghiului dintre dreptele BM si
A'N.

Gabriela Buzea, Bucuresti

VIII.227. Fie ABCDA'B’C'D’' un paralelipiped dreptunghic si «a, 3 planele
(A’'BD), respectiv (CB’D’). Sa se arate ca:
1) d(e, ) = d(A, o) = d(C", B);
1
2) ABCDA'B'C'D’ este cub daca gi numai daci d(«, ) = gAC” (cu d(a, B) s-a
notat distanta dintre planele « si 3).
Temistocle Birsan, Iasi

Clasa a IX-a

IX.181. Determinati valoarea minima gi valoarea maxima ale expresiei a; + as +
et an+ (1 —a1)(1 —a2)...(1 —ay), cand a1, as, ..., a, parcurg intervalul [0, 1].
Nguyen Viet Hung, Hanoi

IX.182. Daci z,y si z sunt numere reale pozitive astfel incat zyz > 7 + 5v/2,
aratati cd (z — 1)? + (y — 1)2 + (2 — 1)2 > 6.
Marius Dragan, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
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~ AM V21
IX.183. Fie ABC un triunghi cu m(A) = 60°. Daca BC = 6 unde M este

mijlocul lui BC, determinati masurile unghiurilor B si C.
Lucian Tutescu, Craiova gi Marian Voinea, Bucuresti

IX.184. Fie ABC un triunghi cu unghiul A ascutit. Bisectoarea din A inter-
secteaza inaltimea BN in punctul P. Stiind ca AP = gBN , determinati masura
unghiului A.

Titi Zvonaru, Comanesti

IX.185. Pe laturile AD, AB si BC' ale paralelogramului ABCD se considera
punctele variabile M, N, respectiv P, astfel incat patrulaterele MTCD si NBPT sa
aiba arii egale, unde {T'} = M P N CN. Determinati locul geometric al centrului de

greutate al triunghiului M N P.
Cecilia Deaconescu, Pitesti si Radu Deaconescu, student, Pitesti

Clasa a X-a

3
X.181. Daca a,b,c € (1,00), aratati cd log,.2, ab + logy,z2, bc + 10g 2, ca > 7
Florin Rotaru, Focsani

X.182. Daci a,b,c sunt numere reale distincte, aritati cad va—b+ vVb—c +
ve—a #0.

Alina Tigae si Carmen Terheci, Craiova

X.183. Daca n este numar natural nenul dat, determinati numerele reale x pentru

n .
1.3 sin x
careg 3Flgin® =~ =1-— .
k=1

3k 4
Constantin Dragomir, Pitesti

X.184. Fie ABC un triunghi, r raza cercului inscris in triunghi si I, I, I. centrele
cercurilor exinscrise triunghiului. Demonstrati ca Al, + BI, + C1I. > 18r.
Marian Cucoanes, Marasesti

2% — 2015 [ 2% ” T

X.185. Rezolvati ecuatia [ 5017 2017 || = logyg16 2007

Valeriu Bragoveanu, Barlad

Clasa a XI-a

XI.181. Demonstrati ca nu exista matrice patratice A si B de ordin trei, cu
elemente reale, astfel incat det A =det B=1gi AB*+ BA* = I5.

Dumitru Craciun, Falticeni

XI1.182. Un romb are latura de lungime a si diagonalele de lungimi d; si do.
Demonstrati ci /(di — 2a)(d2 — 2a) < a(2 — V/2).

Ovidiu Pop, Satu Mare
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XI.183. Sirul (x,,),>1 de numere reale pozitive este definit prin:

x n
xry > 1, :E%H = z, (1—1——”) , Vn > 1. Determinati limita sirului y, =
n

1:[<1+xlk>

k

73 .
J"n

Cosmin Manea si Dragos Petrica, Pitesti

1 1
XI1.184. Fiey, =14+ -+ ..+ — —1Inn, cu lim v, = v (constanta Fuler-
2 n n—ro0

Mascheroni). Calculati lim (v, — ) ¥/ (2n — 1)L
n—oo
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

3(d—c) —(b—a)(g+2p)
(b—a)?

- a’)g' Aré‘tatl ca f(a’7b7 c, d>p7q7x) = f(b7a7da C7Q7p7x)

X1.185. Fie f(a,b,c,d,p,q,x) = c+p(x—a)+

(b—a)(qg+p)—2(d—c) (2
(b—a)®

pentru orice numere reale a, b, c,d,p,q §i x.

(r—a)*+

Marian Tetiva, Barlad

Clasa a XII-a

XTI.181. Determinati primitivele functiei f : (—1,00) — R,
f(z) = (2 4+ 3)In(z + 1) In(z + 2).

Marian Cucoanes, Marasesti
x(x —2)(x —4)
x4 — 823 + 64x + 65’

XTII.182. Determinati primitivele functiei f : I — R, f(z) =

I fiind un interval pe care numitorul nu se anuleaza.
Dan Nedeianu, Drobeta-Turnu Severin

XI1.183. Calculati lim / t3 sin ;dt.
xr—r0o0 x
Silviu Boga, Iasi

XII.184. Determinati polinoamele cu coeficienti reali f = X3 4+ aX2 +bX + ¢
care au o radacina reala de modul 2 gi o radacina nereala de modul 1.
Ioana-Maria Popa, eleva, lasi

XI1I.185. Fie A, B € M,,(C) doud matrice patratice ale caror polinoame minimale
sunt relativ prime. Demonstrati ca functia h : M,,(C) - M, (C), h(X) = AX — XB
este un automorfism al grupului (M, (C),+).

Radu Deaconescu, student, Pitesti si Cecilia Deaconescu, Pitesti

191



Probleme pentru pregatirea concursurilor

A. Nivel gimnazial

G326. Pentru a-si face provizii pentru iarna, spiridusii trebuie sa culeaga ciuperci
din padure. Ciupercile cresc in 2017 poienite, Insa in una dintre acestea toate ciuper-
cile sunt otravite, otrava actionand dupa o zi. Vraciul are exact 10 doze de potiune,
cu ajutorul carora poate vindeca 10 spiridusgi care au mancat o ciuperca otravita.
Cum pot proceda spiridusii pentru a identifica poienita blestemata?

Armand Anusca-Popa, elev, Iasi

G327. Demonstrati ca existd numere naturale care sunt patrate perfecte si au
suma cifrelor 2017.
Dan Popescu, Suceava

G328. Aritati ci nu existd numere naturale z,v, z,t cu proprietatea ci z2016 +

y2016 + 22016 t2016 2017.
Ioan Viorel Codreanu, Satulung (Maramures)

P
kn
G329. Determinati numerele naturale nenule p cu proprietatea ca |§ n2+4+—
p
=1

= pn, oricare ar fi n € N. (Am notat cu [a] partea intreagd a numarului real a.)
Ovidiu Pop, Satu Mare

G330. Pentru a,b,c,d reale pozitive cu abcd = 1, demonstrati inegalitatea
1

1
+ + + <1
ab+bc+ca+1 bec+ted+db+1 cd+da+ac+1 da+ab+bd+1

Veronica Huiban, Barlad si Catalin Calistru, Iasi

G331. Determinati valoarea maxima a expresiei

E:x\/l—y2+y\/1—22+2\/17x2+x+y+z,

cand numerele reale x,y si z parcurg intervalul [—1,1].
Nguyen Viet Hung, Hanoi

G332. Cercul de centru I este tangent laturilor triunghiului ABC in punctele
A1 € BC, 31 € AC, Cy € AB. Pe latura BC' se considera punctul E astfel incat
BEB1 ClBlA Daca {X} = EB1NA11 {Y} = XC1NBC, arétati ca patrulaterul
Y C B, este inscriptibil.

Mihaela Berindeanu, Bucuresti

G333. Fie triunghiul ABC inscris in cercul C. Cercul C; este tangent cercului C
si segmentelor [AB] si [BC|] in punctele M, L si respectiv K. Arétati cd cercurile cir-
cumscrise triunghiurilor AM L si CM K trec prin centrul cercului inscris in triunghiul
ABC.

Neculai Roman, Mircesti, Iasi
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G334. Fie dat un triunghi ABC si fie M,, H, si L, intersectiile cercului sau
circumscris cu dreptele suport ale medianei, inaltimii, respectiv bisectoarei ce cores-
pund varfului A. Retinem in planul figurii punctele M,, H,, L, si stergem celelalte
elemente. Sa se reconstruiasca triunghiul ABC' utilizand rigla si compasul.

Temistocle Birsan, lasi

G335. Fie ABCD un tetraedru si punctele arbitrare M € (AB), N € (AC),

€ (AD), Q € (BC), R € (BD) si S € (CD). Notam cu X,Y,Z si T centrele de

greutate ale triunghiurilor MNP, MQR, NQS, respectiv PRS. Aratati ca Vxpcop +

Vyacp +Vzapp +Vrape = 2VaBeb. (in legatura cu problema E:15144 din Gazeta
Matematica 2/2017.)

Mihai Miculita, Oradea

A. Nivel liceal

L326. Fie ABC un triunghi dreptunghic inscris in cercul C si D piciorul inaltimii
din varful unghiului drept A. Cercurile Cy, Co si C3 de raze 71,79 si, respectiv, r3
tangente interior cercului C mai sunt tangente si segmentelor [AD] si [BD], [AD] si
[CD] si, respectiv, [AB] si [AC]. Aratati cd r; +ry = 73.

Neculai Roman, Mircesti, Iasi

L327. Cercul inscris in triunghiul ABC' este tangent laturilor BC,CA, AB in
punctele D, E, respectiv F. Sa se demonstreze ca, daca ortocentrul triunghiului DEF
apartine Inaltimii din A a triunghiului ABC, atunci triunghiul ABC' este isoscel sau
dreptunghic. (O reciproca a problemei M2447 din Kvant 1/2017.)

Titu Zvonaru, Comanesti

L328. Fie ABC un triunghi oarecare gi Hortocentrul sau. Notam cu E, mijlocul
segmentului AH si cu H, proiectia punctului H pe latura BC'; analog se introduc
punctele Ey, Hy, E., H.. Notdm {A,} = EyH.N E.Hy, {B1} = E.H, N E,H,. si
{Cl} = FE,H, N EyH,. Aratati ca

1) dreptele AA;, BBy, C'C; sunt concurente in centrul cercului lui Euler al tri-
unghiului dat si

2) punctele Ay, By, C; sunt coliniare.

Petru Braica, Satu Mare

L329. Daca wg, wp $i w, sunt lungimile bisectoarelor unui triunghi ABC', demon-

strati ca
a n b n c S 1 n 1 n 1
Wq Wy  We cos% cos% cos%.

Marian Cucoanesg, Marasesti si Marius Dragan, Bucuresti

a b ¢ _ p?

il
b+c+a_9r2

Marin Chirciu, Pitesti

L330. Cu notatiile uzuale intr-un triunghi, aratati ca
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L331. Demonstrati ca, intr-un tetraedru ABC D, sunt adevarate inegalitatile:

2) he —ar  hy—ar h.—ar hd—ar> 44—« o€ [0,3];
heg +ar  hy+ar  het+ar  hg+or — 4+a’ T

b) Ta_ﬁr_’_rb_ﬂr 7‘5_57' Td_ﬁrz 2_5,ﬁ€[0,1]
re+0r T+ pr T+ pBr  reg+ pBr 243

Nicugor Zlota, Focsani
L332. Sa se demonstreze ca, daca a,b,c > 0, este adevarata inegalitatea

(a = bP2(b— (e —a)®

(a+b)(b+e)(e+a) 2 Babe+ = a s Ty

Titu Zvonaru, Comanesti

L333. Fie s un numar real din intervalul [—1, 1], iar a, b, ¢, d numere reale astfel
incat Y.a = 4s si Y. a? = 4. Notidm cu M, valoarea maxima a expresiei E =
(>~ a) — (3° abe). Determinati min{M; | s € [-1,1]}.

Leonard Giugiuc, Drobeta-Turnu Severin si Marian Cucoanes, Marasesti

L334. Determinati functia monotona f : [—g, g} — R, stiind ca f(0) € Z i ca

existd o primitiva F': [-Z, 2] — [-1,1] a lui f astfel incat F(z —y) — F(z)F(y) =

2
f@)- fly), Yo,y e [-5. 5] cur—y e [-5, 5]
Florin Stanescu, Gaesti

L335. Sa se determine functiile continue f : R — R pentru care

FF(F (@) = f(f(2) = fl2) =22 =0

pentru orice x € R.
Marian Tetiva, Barlad

Training problems for mathematical contests

A. Junior Level

G326. In order to make supplies for the winter, the elves must collect mushrooms
from the forest. Mushrooms grow in 2017 small glades, but in one of these all mush-
rooms are poisoned, poisoning acting after a day. The quack has exactly 10 doses of a
potion to help heal 10 elves that ate a poisonous mushroom. How can the elves work
to identify the cursed glade?

Armand Anusca-Popa, student, Iasi

G327. Prove that there are natural numbers that are perfect squares having 2017
as the sum of their figures.
Dan Popescu, Suceava
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G328. Prove that natural numbers x,¥, z,t with the property x2016 4 42016
22016 _ 42016 — 9017 do not exist.

Ioan Viorel Codreanu, Satulung (Maramures)

zp: n2+kﬁ

p
k=1
pn, for all n € N. ( [a] denotes the integer part of the real number a.)
Ovidiu Pop, Satu Mare
1 1 1
G330. P the i lit
rove The medtatty ab+bc+ca+ 1+bc+cd—|—db+ 1+cd+da+ac+ 1+

1
darabrbdrl <1 for a, b, ¢, d positive real numbers satisfying abed = 1

G329. Determine the non-null natural numbers p such that

Veronica Huiban, Barlad and Catalin Calistru, Iasi

G331. Determine max E, where

E=a1-p@24+y/1-242/1-22+a+y+z

when the real numbers x,y, z belong to the interval [—1,1].
Nguyen Viet Hung, Hanoi

G332. The circle of center I is tangent to the sides of the triangle ABC in the
points A; € BC, By € AC, C; € AB. On the side BC one considers the point F
such that BEB, = C1 B1A. If {X} = EB; N AT and {Y'} = XC) N BC, prove that
the quadrilateral Y C' B, is inscribable.

Mihaela Berindeanu, Bucuresti

G333. Let ABC be a triangle inscribed in the circle C. The circle C; is tangent to
the circle C and to the segments [AB] and [BC] in the points M, L and K, respectively.
Show that the circles circumscribed to the triangles AM L and CM K passes through
the center of the circle inscribed in the triangle ABC.

Neculai Roman, Mircesti, Iasi

G334. Given a triangle ABC let M,, H, and L, be the intersections of its cir-
cumscribed circle with the straight lines supporting the median, the altitude and the
bisector corresponding to the vertex A. We keep in the plane of this figure the points
M,,H,, L, and we delete the other elements. Reconstruct the triangle ABC using a
ruler and a compass.

Temistocle Birsan, lasi

G335. Let ABCD a tetrahedron and the arbitrary points M € (AB), N € (AC),
P € (AD), Q € (BC), R € (BD) and S € (CD). Denote by X,Y,Z and T the
gravity centers of the triangles MNP, MQR, NQS, PRS, respectively. Show that
VxBcp +Vyacp +Vzaep +Vrasc = 2VaBceD-
(Related to the problem E:15144 from Gazeta Matematica 2/2017.)
Mihai Miculita, Oradea
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B. Senior Level

L326. Let ABC be a right triangle inscribed in the circle C and D be the foot
of the altitude from the vertex of the right angle A. The circles Cy, Cs si C3 of radii
r1, 792,73, respectively which are interior tangent to the circle C are also tangent to the
segments [AD] and [BD], [AD] and [CD], [AB] and [AC], respectively. Show that
L +Tro =T3.

Neculai Roman, Mircesti, Iasi

L327. The circle inscribed in the triangle ABC' is tangent to the sides BC,C'A, AB
in the points D, E, F, respectively. Prove that, if the orthocenter of the triangle DEF
belongs to the altitude from A of the triangle ABC, then the triangle ABC' is an
isosceles or a right triangle.

(A converse of the problem M2447 from Kvant 1/2017.)

Titu Zvonaru, Comanesti

L328. Let ABC a triangle and H its orthocenter. Let E, be the middle of the
segment AH and H, be the projection of the point H on the side BC; similarly
one introduces the points Ey, Hp, E., H.. One sets {A1} = EyH. N E.Hy, {B1} =
E.H,NE.H. si {C1} = E,H, N EyH,. Show that:

1) the straight lines AA;, BBy, CC} are concurrent in the center of the Euler
circle of the given triangle, and that

2) the points A, By, C are collinear.

Petru Braica, Satu Mare

L329. If w,,w, and w, are the length of the bisectors of a triangle ABC, prove

that
a n b c 1 . 1 n 1
we  wp, we cosqd  cosZ  cos§

Marian Cucoanes, Marasesti and Marius Dragan, Bucuresti

a b e P

b ¢ a” 9%
Marin Chirciu, Pitesti

L331. Prove that, in a tetrahedron ABCD, the following inequalities are true:

L330. Using the usual notations for a triangle, prove that

2) he — ar hb—ar+hc—ar+hd—ar> 4 — o€ [0,3];
he +ar  hy+ar het+ar hgtar ™ 4+a’ T

b) re —pBr ry—pr r.—pr Td—ﬁr_ ~2_6,56[O,1].
re+06r T+ pr T+ pBr  re+ pBr 240

Nicusor Zlota, Focsani
L332. Prove that, if a,b,c > 0, the following inequality

(a=0>*0b—c)(c—a)?
(a+b)(b+c)(c+a)

(a+b)(b+c)(c+ a) > 8abc +

holds.
Titu Zvonaru, Comanesti

196



L333. Let s be a real number from the interval [—1,1], and a,b,c,d be real
numbers such that 3" a = 4s and Y a? = 4. Set My = max E, where E = (>_a) —
(3" abe). Determine min{M; | s € [-1,1]}.

Leonard Giugiuc, Drobeta-Tr.Severin and Marian Cucoanes, Marasesti

fg,g} — R, knowing that
f(0) € Z and there exists a primitive of it, F : {—g,g} — [=1,1] such that

F(z—y) — F(z)F(y) = f(z) - f(y), Yo,y € [-5. 5] and 2 —y € [-F, F].
Florin Stanescu, Gaesti

L334. Determine the monotone function f : [

L335. Determine the continuous functions f : R — R such that the equation

FF(f(@) = f(f(2) = f(z) =22 =0,

holds for any x € R.
Marian Tetiva, Barlad

IMPORTANT

e In scopul unei legaturi rapide cu redactia revistei, pot fi utilizate urmatoarele
adrese e-mail: anastas@uaic.ro si profgpopa@yahoo.co.uk. Pe aceasta
cale colaboratorii pot purta cu redactia un dialog privitor la materialele
trimise acesteia, procurarea numerelor revistei etc. Sugeram colaboratorilor
care trimit probleme originale pentru publicare sa le numeroteze si sa-si
retind o copie xerox a lor pentru a putea purta cu usurinta o discutie prin
e-mail asupra acceptérii/neacceptarii acestora de citre redactia revistei.

e La problemele de tip L se primesc solutii de la orice iubitor de matematici
elementare (indiferent de preocupare profesionald sau vdrsta). Fiecare dintre
solutiile acestor probleme - ce sunt publicate in revista dupa jumatate de
an - va fi urmata de numele tuturor celor care au rezolvat-o.

e Adresam cu insistenta rugamintea ca materialele trimise revistei
sd nu fie (sa nu fi fost) trimise si altor publicatii.

e Rugam ca materialele tehnoredactate sa fie trimise pe adresa redactiei
insotite de figierele lor (de preferintd in BTEX).

e Pentru a facilita comunicarea redactiei cu colaboratorii ei, autorii materi-
alelor sunt rugati sa indice adresa e-mail.
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SIRBU Bianca(cl. a VI-a): 2/2016(5 pb), 1/2017(10 pb), 2/2017(7 pb).

Membri de onoare:
1. Acad. CORDUNEANU Constantin

2. Acad. MIRON Radu
3. GHIGEA Marinela — director KSI

Membri:

ASAFTEI P. Petru

BIRSAN M. Temistocle
CARAUSU D. Alexandru
CHIRILA D. Constantin
CORDUNEANU C. Mihai-Adrian
GALIA C. Paraschiva
GEORGESCU M. Valeriu-Paul
IUREA D. Gheorghe

MIRSANU A. Gabriel
NEJNERU I. Carmen

. POPA P. Gabriel

. RACU N. Maria

. ZANOSCHI V. Adrian

. CRACIUN C. Dorinel-Mihai
. TUDORACHE Rodica

. TIBA 1. Dan

. SERDEAN Ioan

. MARINESCU Dan-Stefan
. POPA Vasile

. MARIN Mirela

. MAXIM Gabriela

. BEJAN Cornelia-Livia

. TEODORU Georgeta

. ROMAN Neculai

. HAIVAS Mihai

. POPA Claudiu-Stefan

. CALISTRU Catalin
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4. Prof.univ.dr. OPROIU Vasile
5. Conf.univ.dr. BORS Dan

NECHITA Vasile
LAZAR Cristian
BIRSAN Paraschiva
NECHIFOR Ionel
CHIRITESCU Anca
NITESCU Catalina
PRICOP Vasile
CRACIUN Alina
CALIN Constantin
TACOB Gheorghe
POPESCU Claudia
ANTON Adriana
DELIMAN Cristian
MOMITA Viorica
ZVONARU Titu
GHEORGHITA Vitali
ROMAN Marcel
FRASILA Mihail
CARAMAN Sanziana
CRACIUN Dumitru
PETRE Constantin
POP Ioan
BRADATEANU Corneliu
LASCAR Ozana-Ioana
PLETEA Ariadna-Lucia
ANASTASIEI Mihai
HUIBAN Veronica-Mihaela





