










=
16R · p2r2

p(2p · a+ 2S)
=

16Rp2r2

p(4pR+ 2pr)
=

8Rr2

2R+ r
.

Notă. A mai rezolvat problema d-l Marius Olteanu.

L319. Fie I centrul cercului ı̂nscris ı̂n triunghiul ABC. Notăm cu O1, O2 şi O3

centrele cercurilor circumscrise tringhiurilor BIC,CIA respectiv AIB. Demonstraţi
că

1

BC ·O2O3
+

1

CA ·O3O1
+

1

AB ·O1O2
≤ 1

BC · CA +
1

CA ·AB +
1

AB ·BC .

Florin Stănescu, Găeşti

Soluţie (Marius Olteanu, Rm. Vâlcea). Observăm căm(Ô1) =
B + C

2
(m(B̂IC)) =

180◦ − B + C

2
, iar patrulaterul O1MIN este inscriptibil) şi, deci,

m(B̂O1C) = 2m(Ô1) = B + C. Ca urmare, unghiurile

B̂O1C şi Â sunt suplimentare, deci patrulaterul ABO1C
este inscriptibil. Aşadar, O1 - şi la fel punctele O2, O3 -
se află pe cercul circumscris triunghiului ABC.

Avem: O2O3 = 2R sin Ô1 = 2R sin B+C
2 , adică

O2O3 = 2R cos A2 . Similar, O3O1 = 2R cos B2 şi O1O2 =

2R cos C2 . Ţinând cont de aceste relaţii şi de formula
abc = 4Rrp, inegalitatea din enunţ se scrie:

(1)
∑ 1

a cos A2
≤ 1

r
.

Presupunând că a ≥ b ≥ c, rezultă că 1
a ≤ 1

b ≤ 1
c şi

1

cos A2
≥ 1

cos B2
≥ 1

cos C2
şi,

utilizând inegalitatea lui Cebâşev, obţinem:

(2)
∑ 1

a cos A2
≤ 1

3

(∑ 1

a

)(∑ 1

cos A2

)
.

Pentru majorarea membrului drept din (2) folosim
∑

1
a ≤

p
3Rr (N. Minculete,

Egalităţi şi inegalităţi geometrice ı̂n triunghi, p. 55, 3.4.9),
∏

cos A2 = p
4R (ibid., p. 7,

1.11) şi
∑

cos B2 cos C2 ≤ 9
4 (ibid., p. 146, 7.99) şi avem:

∑ 1

a cos A2
≤ 1

3
· p

3Rr
· 9

4
· 4R

p
=

1

r
,

adică (1), q.e.d.
Menţionăm că, pe lângă conciclicitatea punctelor A,B,C,O1, O2, O3, avem şi co-

liniaritatea punctelor din tripletele A, I,O1; B, I,O2 şi C, I,O3.

Soluţie (Dan Dumitrescu, elev, Rm. Vâlcea). Se constată uşor că O1 este

intersecţia bisectoarei unghiului Â cu cercul circumscris triunghiului ABC, iar O2
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şi O3 au poziţii similare. Cum m( ̂O1O3O2) =
1

2
(A + B), obţinem că O1O2 =

2R sin
A+B

2
= 2R cos

C

2
; relaţi similare pentru segmentele O2O3 şi O3O1.

Inegalitatea de demonstrat se scrie ı̂n forma:

∑ 1

sinC · sin A+B
2

≤
∑ 1

sinA · sinB
sau

(∗)
∑ 1

sinC · sin A+B
2

≤ 1

2

∑(
1

sinC · sinA +
1

sinC · sinB

)
.

Funcţia f(x) =
1

sinx
, x ∈ (0, π), este convexă. Avem:

1

sin A+B
2

≤ 1

2

(
1

sinA
+

1

sinB

)
sau

1

sinC · sin A+B
2

≤ 1

2

(
1

sinC · sinA +
1

sinC · sinB

)
.

Adunând această ultimă inegalitate cu similarele ei, obţinem inegalitatea (*), q.e.d.
Notă. D-l N. Roman dă exemple prin care inegalitatea ı̂n forma dată ı̂n nr.

1/2017, nu este adevărată şi nu este adevărată nici inegalitatea cu semn contrar.
L320. Într-un plan se dau două puncte B şi C şi o dreaptă ∆ paralelă cu BC.

Un punct A este mobil pe ∆. Să se determine locul geometric al circumcentrului
triunghiului median al triunghiului ABC.

Temistocle B̂ırsan, Iaşi

Soluţie. Fie D,E, F mijloacele laturilor BC,CA, respectiv AB. Fie a, d lungimea
laturii BC, respectiv distanţa dintre 4 şi dreapta BC.

Alegem un sistem de axe cu originea ı̂n D, ca ı̂n figură. Avem: D(0, 0), B
(
−a2 , 0

)
,

C
(a

2
, 0
)

, A(λ, d), unde λ ∈ R. Pentru mijloacele E şi F avem: E

(
1

2

(
λ+ a

2

)
,
d

2

)

şi F

(
1

2

(
λ− a

2

)
,
d

2

)
, iar pentru mijloacele M şi N ale segmentelor DE şi DF

avem: M

(
1

4

(
λ+ a

2

)
, d4

)
, N

(
1
4

(
λ− a

2

)
, d4
)
. Mediatoarele segmentelor DE şi DF au

ecuaţiile:

y − d

4
= −λ+ a

2

d

(
x− λ+ a

2

4

)

şi

y − d

4
= −λ−

a
2

d

(
x− λ− a

2

4

)
.

Eliminând pe λ din sistemul acestor două
ecuaţii, vom obţine ecuaţia locului. Egalând
membrii din dreapta, obţinem:

−λ+ a
2

d

(
x− λ+ a

2

4

)
= −λ−

a
2

d

(
x− λ− a

2

4

)
,
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care, după calcule, revine la λ = 2x. Introducând această expresie ı̂n prima ecuaţie şi
ordonând, obţinem ecuaţia locului geometric al circumcentrului triunghiului median:

y = − 1

4d

[
4x2 −

(
d2 +

a2

4

)]
,

care este o parabolă simetrică faţă de axa y-lor şi concavitatea spre y-ii negativi.
Se verifică prin calcul direct că orice punct de pe această parabolă corespunde

unei poziţii a punctului A pe 4: punctul P0(x0, y0), cu y0 = − 1

4d

[
4x20 −

(
d2 + a2

4

)]
,

corespunde punctului A(2x0, d).

Pentru x = 0 se obţine ymax =
1

4d

(
d2 + a2

4

)
. Ca urmare, dacă ymax < d, parabola

nu va intersecta 4, ceea ce este echivalent cu a < 2
√

3d. Evident, dacă a = 2
√

3d,
parabola are vârful pe 4, iar dacă a > 2

√
3d, ea intersectează 4 ı̂n două puncte.

Notă. Am primit soluţii parţiale din partea d-lor Neculai Roman şi Marius
Olteanu, precum şi de la elevul Dan Dumitrescu, Râmnicu Vâlcea.

L321. Notăm cu [x] şi {x} partea ı̂ntreagă respectiv partea fracţionară ale numărului
real x. Demonstraţi că, pentru orice număr real pozitiv x, are loc inegalitatea

[x]2

7[x]2 + (2{x}+ [x])2
+

{x}2
7{x}2 + (2[x] + {x})2 ≤

11

72
.

Nicuşor Zlota, Focşani

Soluţie (Marius Olteanu şi Titu Zvonaru). Partea ı̂ntreagă şi cea fracţionară
nu joacă (aproape) niciun rol. Vom demonstra că

(∗) a2

7a2 + (2b+ a)2
+

b2

7b2 + (2a+ b)2
≤ 1

8
, a, b ∈ R+, a+ b 6= 0.

Într-adevăr, după eliminarea numitorilor şi reducerea termenilor asemenea, rămâne
de dovedit că a3b + ab3 ≥ 2a2b2, fapt care este imediat din inegalitatea mediilor. In
(*) avem egalitate dacă şi numai dacă a = b. Cum nu putem avea [x] = {x} pentru
x ∈ (0,∞), chiar şi forma mai tare (*) a inegalităţii dorite este strictă.

Notă. A mai rezolvat problema Dan Dumitrescu, elev, Râmnicu Vâlcea.

L322. Fie a, b, c ∈ (0,∞) cu a+ b+ c =
√

3. Demonstraţi că
√

3

4
≤ a

a2 + 1
+

b

b2 + 1
+

c

c2 + 1
≤ 3
√

3

4
.

Generalizare!
Tidor Pricope, elev, Botoşani

Soluţie (Titu Zvonaru). Vom demonstra direct următoarea generalizare:

Fie n ∈ N∗ şi a1, a2, ..., an ∈ [0,∞) cu
n∑

i=1

ai =
√
n; atunci avem:

√
n

n+ 1
≤

n∑

i=1

ai
a2i + 1

≤ n
√
n

n+ 1
.
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Deoarece a2i ≤ n, avem:
n∑

i=1

ai
a2i + 1

≥
n∑

i=1

ai
n+ 1

=

√
n

n+ 1
; avem egalitate dacă şi

numai dacă n − 1 numere sunt nule. Pentru a doua inegalitate, folosim inegalitatea
mediilor şi apoi inegalitatea lui Bergström:

n∑

i=1

ai
a2i + 1

=
n∑

i=1

ai

a2i + 1
n + n−1

n

≤
n∑

i=1

ai

2ai · 1√
n

+ n−1
n

=

=
n∑

i=1

ai
ai√
n

+ ai√
n

+ 1
n + ...+ 1

n

≤ 1

(n+ 1)2

(
2

n∑

i=1

√
n+ (n− 1)

n∑

i=1

nai

)
=

=
1

(n+ 1)2
(2n
√
n+ n(n− 1)

√
n) =

n
√
n

n+ 1
.

Avem egalitate dacă şi numai dacă a1 = a2 = ... = an.
Notă. Pentru cazul n = 3, am primit soluţii din partea d-lui Marius Olteanu

şi elevului Dan Dumitrescu, care folosesc inegalitatea lui Jensen pentru funcţia

concavă f : [0,
√

3]→ [0,∞), f(x) =
x

x2 + 1
.

L323. Demonstraţi că, pentru oricare numere a, b, c din intervalul (0, 1), are loc
inegalitatea

(1−abc)3(1−a3)(1−b3)(1−c3) ≤ (1−a2b)(1−ab2)(1−a2c)(1−ac2)(1−b2c)(1−bc2).

Marian Tetiva, Bârlad

Soluţie. Pentru orice x ∈ (0, 1), avem că ln(1 − x) = −
∑

n≥1

xn

n
. Ţinând cont de

inegalitatea lui Schur: x3 + y3 + z3 + 3xyz ≥ x2y + xy2 + x2z + xz2 + y2z + yz2,

∀x, y, z > 0, avem: ln(1− a3) + ln(1− b3) + ln(1− c3) + 3 ln(1− abc) = −
∑

n≥1

1

n
(a3n +

b3n + c3n + 3anbncn) ≤ −
∑

n≥1

1

n
(a2nbn + anb2n + a2ncn + anc2n + b2ncn + bnc2n) =

ln(1− a2b) + ln(1− ab2) + ln(1− a2c) + ln(1− ac2) + ln(1− b2c) + ln(1− bc2), de unde
cerinţa problemei.

L324. Dacă a, b, c ∈ (0,∞), demonstraţi inegalităţile:

a)
∑ 2a2

b+ c
≥ 3

a2 + b2 + c2

a+ b+ c
;

b)
∑ a3

b2 + c2
≥ 3

2

a2 + b2 + c2

a+ b+ c
.

Neculai Stanciu, Buzău şi Titu Zvonaru, Comăneşti

Soluţie 1 (Marius Olteanu). a) Presupunem a ≥ b ≥ c > 0; atunci a2 ≥ b2 ≥ c2

şi
1

b+ c
≥ 1

c+ a
≥ 1

a+ b
. Aplicând inegalitatea lui Ceb̂ışev, apoi MH ≤MA, avem:

∑ a2

b+ c
≥ 1

3
(
∑

a2)(
∑ 1

b+ c
) ≤ 1

3
(
∑

a2)
9∑

(b+ c)
=

3
∑
a2

2
∑
a
,
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de unde rezultă inegalitatea dorită.

b)
∑ a3

b2 + c2
≥ 1

3

(∑
a3
)(∑ 1

b2 + c2

)
≥ 1

3

(∑
a3
) 9∑

(b2 + c2)
=

3
∑
a3

2
∑
a2
.

Rămâne să arătăm că

∑
a3∑
a2
≥
∑
a2∑
a

; această inegalitate revine la (
∑
a3)(

∑
a) ≥

(
∑
a2)2 şi se deduce imediat din C −B − S.
Pentru ambele inegalităţi, egalitatea se realizează când a = b = c.

Soluţia 2 (Marin Chirciu). a) Cu inegalitatea lui Bergström, obţinem

∑ a2

b+ c
=
∑ a4

a2(b+ c)
≥ (

∑
a2)2∑

a2(b+ c)
≥ 3

2
·
∑
a2∑
a
,

unde ultima inegalitate este echivalentă cu

2
∑

a
∑

a2 ≥ 3
∑

a2(b+ c)⇔ 2
[∑

a3 +
∑

a2(b+ c)
]
≥ 2

∑
a2(b+ c)⇔

2
∑

a3 ≥
∑

a2(b+ c)⇔ 2
∑

a3 ≥
∑

ab(a+ b),

care rezultă din a3 + b3 ≥ ab(a+ b)⇔ (a− b)2 ≥ 0 şi analoagele.
b) Cu inegalitatea lui Bergström, obţinem

∑ a3

b2 + c2
=
∑ a4

a(b2 + c2)
≥ (

∑
a2)2∑

a(b2 + c2)
≥ 3

2
·
∑
a2∑
a
,

unde ultima inegalitate este echivalentă cu

2
∑

a
∑

a2 ≥ 3
∑

a(b2 + c2)⇔ 2
[∑

a3 +
∑

a(b2 + c2)
]
≥ 3

∑
a(b2 + c2)⇔

2
∑

a3 ≥
∑

a(b2 + c2)⇔ 2
∑

a3 ≥
∑

ab(a+ b),

care rezultă din a3 + b3 ≥ ab(a+ b)⇔ (a− b)2 ≥ 0 şi analoagele.
Notă. Am mai primit soluţii corecte de la d-nii Nicuşor Zlota, Corneliu

Mănescu- Avram, precum şi de la elevul Dan Dumitrescu, Râmnicu Vâlcea.
D-l Marius Olteanu demonstrează că este adevărată următoarea extindere:

∑ am+1

bm + cm
≥
∑ am

bm−1 + cm−1
, ∀a, b, c > 0,∀m ∈ N∗.

L325. Dacă x, y, z ∈ (0,∞), demonstraţi că

x2

y
+
y2

z
+
z2

x
≥
√

3(x2 + y2 + z2) +
3(x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx)

x+ y + z
.

Leonard Giugiuc, Drobeta-Tr. Severin şi Marian Cucoaneş, Mărăşeşti
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Soluţia 1 (Titu Zvonaru). Inegalitatea 64 din Vasile Cârtoaje - Algebraic
Inequalities, Gil Publishing House, 2006, p. 458, spune că

x+ y + z +
x2

y
+
y2

z
+
z2

x
≥ 6(x2 + y2 + z2)

x+ y + z
.

În aceste condiţii, ar fi suficient să dovedim că

6(x2 + y2 + z2)− (x+ y + z)2

x+ y + z
−3(x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx)

x+ y + z
≥
√

3(x2 + y2 + z2).

Această din urmă relaţie se rescrie echivalent:

⇔ 2(x+ y + z)2 − 3(xy + yz + zx)

x+ y + z
≥
√

2(x+ y + z)2 − 6(xy + yz + zx)⇔

⇔ 4(x+ y + z)4 − 12(x+ y + z)2(xy + yz + zx) + 9(xy + yz + zx)2 ≥
≥ 3(x+ y + z)4 − 6(x+ y + z)2(xy + yz + zx)⇔
⇔ ((x+ y + z)2 − 3(xy + yz + zx))2 ≥ 0,

evident adevărat. Avem egalitate dacă şi numai dacă x = y = z.

Soluţia 2 (Dan Dumitrescu, elev, Rm. Vâlcea). Inegalitatea se scrie:
(
x2

y
− 2x+ y

)
+

(
y2

z
− 2y + z

)
+

(
z2

x
− 2z + x

)
≥
√

3 (x2 + y2 + z2)− (x+ y + z)

+
3
[
(x− y)

2
+ (y − z)2 + (z − x)

2
]

2 (x+ y + z)

⇔
∑ (x− y)

2

y
≥

∑
(x− y)

2

√
3 (x2 + y2 + z2) + (x+ y + z)

+
3
∑

(x− y)
2

2
∑
x

⇔

∑[
(x− y)

2

(
1

y
− 1√

3
∑
x2 +

∑
x
− 3

2
∑
x

)]
≥ 0.

Utilizând faptul evident că − 1√
3
∑
x2+

∑
x
≥ − 1

2
∑
x ,observăm că este suficient să

arătăm inegalitatea următoare:

∑[
(x− y)

2

(
1

y
− 2∑

x

)]
≥ 0⇔

∑
(x− y)

2 x− y + z

y
≥ 0.

Notând Sa = x−y+z
y şi analog Sb, Sc, este suficient să arătăm că Sa +Sb +Sc ≥ 0,

SaSb + SbSc + ScSa ≥ 0 pentru a stabili ultima inegalitate (Pham Kim Hung –
Secrets in inequalities, t. II, cap.I) şi cu aceasta inegalitatea cerută. Într-adevăr, Sa+

Sb+Sc = x
y+ y

x+ y
z+ z

y+ z
x+ x

y−3 ≥ 0, evident. Apoi,
∑
SaSb =

∑ (x−y+z)(−x+y+z)
xy =

x3+y3+z3+6xyz−(x2y+xy2+y2z+yz2+z2x+zx2)
xyz ≥ 0 (Schur).

Notă. Am primit o soluţie parţială din partea d-lui Marius Olteanu.

183



Probleme propuse1

Clasele primare

P387. Într-o farfurie sunt patru mere şi şapte pere. Se consumă cinci fructe. Pot
rămâne pe farfurie patru pere? Justificaţi!
(Clasa pregătitoare) Ana Stoica, elevă, Iaşi

P388. Un elev de la clasa pregătitoare observă şi reţine următoarele imagini:
un elev intră ı̂n curtea şcolii, un copil jucându-se ı̂n parc, un elev aşezat ı̂n bancă şi
un copil privind cerul cu stele. Precizaţi ordinea derulării evenimentelor din aceste
imagini ı̂ntr-o zi.
(Clasa pregătitoare) Ecaterina Br̂ınzac, elevă, Iaşi

P389. O pâine costă 1 leu şi 50 bani, iar o carte costă cât şase pâini şi jumătate.
Cât costă o carte?
(Clasa I ) Maria B̂ızd̂ıgă, elevă, Iaşi

P390. O veveriţă duce ghinde la două scorburi vecine. La fiecare transport ea
duce trei ghinde. După câte transporturi sunt câte nouă ghinde ı̂n fiecare scorbură?
(Clasa I ) Teodor Pătraşcu, elev, Iaşi

P391. Un vehicul se deplasează, pe rând, ı̂n următoarele direcţii: ı̂nainte, stânga,
ı̂napoi, stânga, ı̂nainte, dreapta, ı̂nainte, stânga ş.a.m.d. Cum se deplasează vehiculul
la a treisprezecea schimbare de direcţie?
(Clasa I ) Maria Crăcană, elevă, Iaşi

P392. Scrieţi numărul 55 utilizând de şase ori cifra 2.
(Clasa a II-a) Alexandra Mădălina Ciobanu, elevă, Iaşi

P393. Arataţi că suma tuturor numerelor formate din două cifre cu suma 9 se
ı̂mparte exact la 9.
(Clasa a II-a) Mădălina Baciu, elevă, Iaşi

P394. Trei fraţi s-au născut la diferenţă de 1 an şi 6 luni, al doilea faţă de primul
cât şi al treilea faţă de al doilea. Peste câţi ani vor avea, ı̂mpreună, 19 ani şi 6 luni?
(Clasa II-a) Mădălina Apopei, elevă, Iaşi

P395. Arătaţi că numărul abc+ bca+ cab se ı̂mparte exact la 3.
(Clasa a III-a) Daniela Mititelu, elevă, Iaşi

P396. În şase pungi sunt 38 bomboane roşii, verzi, albastre şi portocalii. Ştiind
că ı̂n fiecare pungă sunt bomboane de toate culorile, să se arate că există cel puţin
două pungi cu acelaşi număr de bomboane.
(Clasa a III-a) Ŝınziana Huţanu, elevă, Iaşi

1Se primesc soluţii până la data de 20 ianuarie 2018.
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P397. La un concurs de matematică au participat 33 elevi de clasa
a III-a. Rezultatele sunt date ı̂n graficul cu coloane alăturat.
Ştiind că 14 elevi au luat cel mult nota 6, să se afle câţi elevi
au luat nota 6 sau nota 7.
(Clasa a III-a) Gabriela Timofte, elevă, Iaşi

P398. In configuraţia geometrică alăturată, patrulaterele ABCD, DEFG,
FHIJ , IKBL sunt pătrate. Arătaţi că suma perimetrelor
pătratelor DEFG, FHIJ şi IKBL este egală cu perimetrul
pătratului ABCD.
(Clasa a III-a) Adelin Nicolae Bechet, elev, Iaşi

P399. Două feţe opuse ale unui cub pot fi acoperite cu pătrate de latură 1 cm,
alte două feţe opuse pot fi acoperite cu pătrate de latura 2 cm, iar celelalte două feţe
opuse pot fi acoperite cu pătrate de latură 3 cm. Arătaţi că suma lungimilor tuturor
muchiilor cubului nu poate fi 96 cm.
(Clasa a IV-a) Petru Asaftei, Iaşi

P400. În clasa a IV-a elevii ı̂nvaţă 12 discipline. La sfârşitul anului şcolar, elevii
clasei a IV-a A au avut un total de 241 calificative FB anuale, pe discipline, iar cei
din clasa a IV-a B au avut 239 de FB. Premiul ı̂ntâi s-a acordat numai elevilor care
au avut calificativul FB la toate disciplinele. Care clasă a avut şansa să aibă cele mai
multe premii ı̂ntâi?
(Clasa a IV-a) Bianca Ţugui, elevă, Iaşi

P401. Numerele a, b, c şi d ı̂ndeplinesc egalităţile a+ b+ c+ d = 15 şi 2a+ 2b+
4c+ d = 30. Să se arate că a+ b se ı̂mparte exact la 3.
(Clasa a IV-a) Cristina Ionela Chelaru, elevă, Iaşi

P402. Să se afle numerele naturale a, b, c ştiind că au loc egalităţile: a+b+c = 48,
2a− 2b = 2b− c = 2c+ b− a.
(Clasa a IV-a) Georgiana Avădanei, elevă, Iaşi

Clasa a V-a

V.221. Demonstraţi că fracţia
32016 + 32017

52018
este ireductibilă.

Tinuţa Bejan, Iaşi

V.222. Determinaţi cel mai mic număr natural n pentru care fracţia
2n2 − n+ 6

3n2 + n+ 5
se simplifică prin 17.

Vasile Chiriac, Bacău
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V.223. Demonstraţi că nu există numere naturale abc cu proprietatea ab · c = abc
sau cu proprietatea ab · c = acb, dar există numere abc cu proprietatea ab · c = bac.

Valeriu Braşoveanu, Bârlad

V.224. Determinaţi numerele naturale abcd pentru care 2a · 3b · 7c + d = 2017.
Cătălin Calistru, Iaşi şi Veronica Huiban, Bârlad

V.225. Prin ı̂mpărţirea numărului ab la un multiplu comun al numerelor a şi b
se obţine un cât c egal cu restul, c ≥ 2. Determinaţi ab.

Claudiu Ştefan Popa, Iaşi

V.226. Demonstraţi că 44...4︸ ︷︷ ︸
2n cifre

− 88...8︸ ︷︷ ︸
n cifre

= 44...4︸ ︷︷ ︸
n−1 cifre

3 55...5︸ ︷︷ ︸
n−1 cifre

6.

Radu Ghenghiu, Oradea

V.227. Se pot ordona numerele 1, 2, 3, ..., 100 astfel ı̂ncât suma oricăror zece
numere consecutive să se dividă cu 9?

Ioan Viorel Codreanu, Satulung (Maramureş)

Clasa a VI-a

VI.221. Determinaţi numerele prime p şi q care verifică relaţia p3q3 = p3 + 3q3 +
127.

Ionuţ-Florin Voinea, elev, Bucureşti

VI.222. Numerele raţionale pozitive x, y, z, t sunt astfel ı̂ncât
x

1 + x
=

y

2 + y
=

z

3 + z
=

t

4 + t
şi

1

x
+

2

y
+

3

z
+

4

t
=

1

6
. Calculaţi 4x+ 3y + 2z + t.

Nicolae Ivăşchescu, Canada

VI.223. Trei numere naturale x, y şi z nu au niciun factor prim comun şi satisfac

relaţia
1

x
+

1

y
=

1

z
. Arătaţi că x+ y este pătrat perfect.

Viorica Momiţă, Iaşi

VI.224. Demonstraţi că fracţia F =
312017 − 5

312017 − 18
este reductibilă.

Ionel Tudor, Călugăreni şi Viorica Dogaru, Giurgiu

VI.225. Determinaţi numerele naturale x, y şi z pentru care 2018x − y2018 =
2017z.

Cecilia Deaconescu, Piteşti şi Radu Deaconescu, student, Piteşti

VI.226. În triunghiul isoscel ABC, AB = AC, se consideră bisectoarea BE,E ∈
AC şi punctul P pe segmentul BC astfel ı̂ncât PE = PC. Ştiind că triunghiul BEP

este isoscel, determinaţi măsura unghiului ÂBC.
Mirela Marin, Iaşi

VI.227. Se consideră triunghiul ABC dreptunghic ı̂n A. Bisectoarea unghiului
B̂ intersectează latura AC ı̂n D şi perpendiculara ı̂n C pe BC ı̂n E. Bisectoarea
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unghiului ÂCE intersectează dreapta AB ı̂n P . Dacă AD +DP = AB, determinaţi
măsura unghiului B̂.

Cătălin Cristea, Craiova

Clasa a VII-a

VII.221. Un program lucrează cu triplete de numere naturale şi face două
operaţii:

I. transformă tripletul (a, b, c) ı̂n (a+ 1, b+ 1, c+ 1);
II. transformă tripletul (a, b, c) ı̂n (a+ 1, b+ 3, c+ 5).
Este posibil ca, plecând de la tripletul (1, 2, 3), să se obţină, după un număr de

paşi, un triplet de forma (x, y, y)?
Cătălin Budeanu, Iaşi

VII.222. Fie a, b, c trei numere naturale şi n = a2(b− c) + b2(c− a) + c2(a− b).
Demonstraţi că x =

√
2017n este număr raţional.

Nicolae Ivăşchescu, Canada

VII.223. Determinaţi numerele naturale n pentru care numărul N = (1!)2 · 1 ·
3 + (2!)2 · 2 · 4 + ...+ (n!)2 · n(n+ 2) este pătrat perfect.

Alessandro Ventullo, Milano

VII.224. Punctul M este mijlocul laturii BC a triunghiului ABC, iar punctele
P şi Q se află pe laturile AB, respectiv BC, astfel ı̂ncât PQ ‖ AM . Dacă N este
simetricul lui P faţă de Q, demonstraţi că BN ‖ AC.

Gheorghe Iurea, Iaşi

VII.225. Se consideră punctul A, dreapta d care nu trece prin A şi notăm cu D
proiecţia lui A pe d. Arătaţi că, oricare ar fi punctul M din plan şi oricare ar fi N pe
dreapta d, este adevărată inegalitatea 2(MA2 +MN2) ≥ AD2.

Constantin Petrea, Paşcani

VII.226. Pe laturile AB şi BC ale pătratului ABCD se consideră punctele M ,
respectiv N , astfel ı̂ncât BM 6= BN . Perpendiculara ı̂n M pe MN intersectează
latura AD ı̂n P , iar perpendiculara ı̂n N pe MN intersectează latura CD ı̂n Q.
Ştiind că triunghiul DPQ este isoscel, arătaţi că PBMN = PAMP + PCNQ.

Cosmin Manea şi Dragoş Petrică, Piteşti

VII.227. Fie ABCD un trapez cu bazele AB = 2b şi CD = 2a, b > a. Punctele

M şi N sunt mijloacele bazelor. Dacă MN = b−a, arătaţi că unghiul ÂDB nu poate
fi drept.

Marian Ciuperceanu şi Lucian Tuţescu, Craiova
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Clasa a VIII-a

VIII.221. Rezolvaţi ı̂n R2 ecuaţia 26x2 + 101y2 + 100xy − 8x+ 4y + 20 = 0.
Bogdan Chiriac, Bacău

VIII.222. Dacă n ≥ 2 este un număr natural, arătaţi că

2n

[√
4− 6

n
+

4

n2

]
−
[√

4n2 − 6n+ 4
]

= 2.

Ovidiu Pop, Satu Mare

VIII.223. Fie a, b, c, d patru numere reale pozitive cu a+b+c+d = 4. Arătaţi că
bcd

bcd+ bc+ cd+ db
+

acd

acd+ ac+ cd+ da
+

abd

abd+ ab+ bd+ da
+

abc

abc+ ab+ bc+ ca
≤

1.
Mihaela Berindeanu, Bucureşti

VIII.224. Fie a, b, c numere reale pozitive astfel ı̂ncât abc ≥ a+b+c. Demonstraţi
că a2 + b2 + c2 ≥

√
3(a+ b+ c).

Florin Rotaru, Focşani

VIII.225. Determinaţi numerele naturale n pentru care numerele
√

2n,
√

2n+ 1,
...,
√

3n sunt, toate, iraţionale.
Constantin Dragomir, Piteşti

VIII.226. Se consideră prisma triunghiulară regulată ABCA′B′C ′ cu latura bazei
de 6cm şi ı̂nălţimea de 12cm. Punctele M şi N se află pe muchia CC ′ astfel ı̂ncât
CM = 6cm şi CN = 4cm. Determinaţi cosinusul unghiului dintre dreptele BM şi
A′N .

Gabriela Buzea, Bucureşti

VIII.227. Fie ABCDA′B′C ′D′ un paralelipiped dreptunghic şi α, β planele
(A′BD), respectiv (CB′D′). Să se arate că:

1) d(α, β) = d(A,α) = d(C ′, β);

2) ABCDA′B′C ′D′ este cub dacă şi numai dacă d(α, β) =
1

3
AC ′ (cu d(α, β) s-a

notat distanţa dintre planele α şi β).
Temistocle B̂ırsan, Iaşi

Clasa a IX-a

IX.181. Determinaţi valoarea minimă şi valoarea maximă ale expresiei a1 + a2 +
...+ an + (1− a1)(1− a2)...(1− an), când a1, a2, ..., an parcurg intervalul [0, 1].

Nguyen Viet Hung, Hanoi

IX.182. Dacă x, y şi z sunt numere reale pozitive astfel ı̂ncât xyz ≥ 7 + 5
√

2,
arătaţi că (x− 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 ≥ 6.

Marius Drăgan, Bucureşti şi Neculai Stanciu, Buzău
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IX.183. Fie ABC un triunghi cu m(Â) = 60◦. Dacă
AM

BC
=

√
21

6
, unde M este

mijlocul lui BC, determinaţi măsurile unghiurilor B̂ şi Ĉ.
Lucian Tuţescu, Craiova şi Marian Voinea, Bucureşti

IX.184. Fie ABC un triunghi cu unghiul Â ascuţit. Bisectoarea din A inter-

sectează ı̂nălţimea BN ı̂n punctul P . Ştiind că AP =
2

3
BN , determinaţi măsura

unghiului Â.
Titi Zvonaru, Comăneşti

IX.185. Pe laturile AD,AB şi BC ale paralelogramului ABCD se consideră
punctele variabile M,N , respectiv P , astfel ı̂ncât patrulaterele MTCD şi NBPT să
aibă arii egale, unde {T} = MP ∩ CN . Determinaţi locul geometric al centrului de
greutate al triunghiului MNP .

Cecilia Deaconescu, Piteşti şi Radu Deaconescu, student, Piteşti

Clasa a X-a

X.181. Dacă a, b, c ∈ (1,∞), arătaţi că logac2b ab+ logba2c bc+ logcb2a ca ≥
3

2
.

Florin Rotaru, Focşani

X.182. Dacă a, b, c sunt numere reale distincte, arătaţi că 3
√
a− b + 3

√
b− c +

3
√
c− a 6= 0.

Alina Tigae şi Carmen Terheci, Craiova

X.183. Dacă n este număr natural nenul dat, determinaţi numerele reale x pentru

care
n∑

k=1

3k−1 sin3 x

3k
= 1− sinx

4
.

Constantin Dragomir, Piteşti

X.184. Fie ABC un triunghi, r raza cercului ı̂nscris ı̂n triunghi şi Ia, Ib, Ic centrele
cercurilor ex̂ınscrise triunghiului. Demonstraţi că AIa +BIb + CIc ≥ 18r.

Marian Cucoaneş, Mărăşeşti

X.185. Rezolvaţi ecuaţia

[
2x − 2015

2017
−
[

2x

2017

]]
= log2016

x

2017
.

Valeriu Braşoveanu, Bârlad

Clasa a XI-a

XI.181. Demonstraţi că nu există matrice pătratice A şi B de ordin trei, cu
elemente reale, astfel ı̂ncât detA = detB = 1 şi AB∗ +BA∗ = I3.

Dumitru Crăciun, Fălticeni

XI.182. Un romb are latura de lungime a şi diagonalele de lungimi d1 şi d2.
Demonstraţi că

√
(d1 − 2a)(d2 − 2a) ≤ a(2−

√
2).

Ovidiu Pop, Satu Mare

190



XI.183. Şirul (xn)n≥1 de numere reale pozitive este definit prin:

x1 > 1, x2n+1 = xn

(
1 +

xn
n

)n
, ∀n ≥ 1. Determinaţi limita şirului yn =

1

x3n
·

n∏

k=1

(
1 +

1

xk

)
.

Cosmin Manea şi Dragoş Petrică, Piteşti

XI.184. Fie γn = 1 +
1

2
+ ... +

1

n
− lnn, cu lim

n→∞
γn = γ (constanta Euler–

Mascheroni). Calculaţi lim
n→∞

(γn − γ) n
√

(2n− 1)!!.

D.M. Bătineţu-Giurgiu, Bucureşti şi Neculai Stanciu, Buzău

XI.185. Fie f(a, b, c, d, p, q, x) = c+p(x−a)+
3(d− c)− (b− a)(q + 2p)

(b− a)2
(x−a)2+

(b− a)(q + p)− 2(d− c)
(b− a)3

(x − a)3. Arătaţi că f(a, b, c, d, p, q, x) = f(b, a, d, c, q, p, x)

pentru orice numere reale a, b, c, d, p, q şi x.
Marian Tetiva, Bârlad

Clasa a XII-a

XII.181. Determinaţi primitivele funcţiei f : (−1,∞)→ R,
f(x) = (2x+ 3) ln(x+ 1) ln(x+ 2).

Marian Cucoaneş, Mărăşeşti

XII.182. Determinaţi primitivele funcţiei f : I → R, f(x) =
x(x− 2)(x− 4)

x4 − 8x3 + 64x+ 65
,

I fiind un interval pe care numitorul nu se anulează.
Dan Nedeianu, Drobeta-Turnu Severin

XII.183. Calculaţi lim
x→∞

∫ x+ 1
x2

x

t3 sin
1

t
dt.

Silviu Boga, Iaşi

XII.184. Determinaţi polinoamele cu coeficienţi reali f = X3 + aX2 + bX + c
care au o rădăcină reală de modul 2 şi o rădăcină nereală de modul 1.

Ioana-Maria Popa, elevă, Iaşi

XII.185. Fie A,B ∈Mn(C) două matrice pătratice ale căror polinoame minimale
sunt relativ prime. Demonstraţi că funcţia h :Mn(C)→Mn(C), h(X) = AX −XB
este un automorfism al grupului (Mn(C),+).

Radu Deaconescu, student, Piteşti şi Cecilia Deaconescu, Piteşti
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Probleme pentru pregătirea concursurilor

A. Nivel gimnazial

G326. Pentru a-şi face provizii pentru iarnă, spiriduşii trebuie să culeagă ciuperci
din pădure. Ciupercile cresc ı̂n 2017 poieniţe, ı̂nsă ı̂n una dintre acestea toate ciuper-
cile sunt otrăvite, otrava acţionând după o zi. Vraciul are exact 10 doze de poţiune,
cu ajutorul cărora poate vindeca 10 spiriduşi care au mâncat o ciupercă otrăvită.
Cum pot proceda spiriduşii pentru a identifica poieniţa blestemată?

Armand Anuşcă-Popa, elev, Iaşi

G327. Demonstraţi că există numere naturale care sunt pătrate perfecte şi au
suma cifrelor 2017.

Dan Popescu, Suceava

G328. Arătaţi că nu există numere naturale x, y, z, t cu proprietatea că x2016 +
y2016 + z2016 − t2016 = 2017.

Ioan Viorel Codreanu, Satulung (Maramureş)

G329. Determinaţi numerele naturale nenule p cu proprietatea că

[
p∑

k=1

√
n2+

kn

p

]

= pn, oricare ar fi n ∈ N. (Am notat cu [a] partea ı̂ntreagă a numărului real a.)
Ovidiu Pop, Satu Mare

G330. Pentru a, b, c, d reale pozitive cu abcd = 1, demonstraţi inegalitatea
1

ab+ bc+ ca+ 1
+

1

bc+ cd+ db+ 1
+

1

cd+ da+ ac+ 1
+

1

da+ ab+ bd+ 1
≤ 1.

Veronica Huiban, Bârlad şi Cătălin Calistru, Iaşi

G331. Determinaţi valoarea maximă a expresiei

E = x
√

1− y2 + y
√

1− z2 + z
√

1− x2 + x+ y + z,

când numerele reale x, y şi z parcurg intervalul [−1, 1].
Nguyen Viet Hung, Hanoi

G332. Cercul de centru I este tangent laturilor triunghiului ABC ı̂n punctele
A1 ∈ BC, B1 ∈ AC, C1 ∈ AB. Pe latura BC se consideră punctul E astfel ı̂ncât

B̂EB1 ≡ Ĉ1B1A. Dacă {X} = EB1∩A1I şi {Y } = XC1∩BC, arătaţi că patrulaterul
Y CB1C1 este inscriptibil.

Mihaela Berindeanu, Bucureşti

G333. Fie triunghiul ABC ı̂nscris ı̂n cercul C. Cercul C1 este tangent cercului C
şi segmentelor [AB] şi [BC] ı̂n punctele M,L şi respectiv K. Arătaţi că cercurile cir-
cumscrise triunghiurilor AML şi CMK trec prin centrul cercului ı̂nscris ı̂n triunghiul
ABC.

Neculai Roman, Mirceşti, Iaşi
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G334. Fie dat un triunghi ABC şi fie Ma, Ha şi La intersecţiile cercului său
circumscris cu dreptele suport ale medianei, ı̂nălţimii, respectiv bisectoarei ce cores-
pund vârfului A. Reţinem ı̂n planul figurii punctele Ma, Ha, La şi ştergem celelalte
elemente. Să se reconstruiască triunghiul ABC utilizând rigla şi compasul.

Temistocle B̂ırsan, Iaşi

G335. Fie ABCD un tetraedru şi punctele arbitrare M ∈ (AB), N ∈ (AC),
P ∈ (AD), Q ∈ (BC), R ∈ (BD) şi S ∈ (CD). Notăm cu X,Y, Z şi T centrele de
greutate ale triunghiurilor MNP , MQR, NQS, respectiv PRS. Arătaţi că VXBCD+
VY ACD +VZABD +VTABC = 2VABCD. (̂In legătură cu problema E:15144 din Gazeta
Matematică 2/2017.)

Mihai Miculiţa, Oradea

A. Nivel liceal

L326. Fie ABC un triunghi dreptunghic ı̂nscris ı̂n cercul C şi D piciorul ı̂nălţimii
din vârful unghiului drept A. Cercurile C1, C2 şi C3 de raze r1, r2 şi, respectiv, r3
tangente interior cercului C mai sunt tangente şi segmentelor [AD] şi [BD], [AD] şi
[CD] şi, respectiv, [AB] şi [AC]. Arătaţi că r1 + r2 = r3.

Neculai Roman, Mirceşti, Iaşi

L327. Cercul ı̂nscris ı̂n triunghiul ABC este tangent laturilor BC,CA,AB ı̂n
punctele D,E, respectiv F . Să se demonstreze că, dacă ortocentrul triunghiului DEF
aparţine ı̂nălţimii din A a triunghiului ABC, atunci triunghiul ABC este isoscel sau
dreptunghic. (O reciprocă a problemei M2447 din Kvant 1/2017.)

Titu Zvonaru, Comăneşti

L328. Fie ABC un triunghi oarecare şi Hortocentrul său. Notăm cu Ea mijlocul
segmentului AH şi cu Ha proiecţia punctului H pe latura BC; analog se introduc
punctele Eb, Hb, Ec, Hc. Notăm {A1} = EbHc ∩ EcHb, {B1} = EcHa ∩ EaHc şi
{C1} = EaHb ∩ EbHa. Arătaţi că

1) dreptele AA1, BB1, CC1 sunt concurente ı̂n centrul cercului lui Euler al tri-
unghiului dat şi

2) punctele A1, B1, C1 sunt coliniare.
Petru Braica, Satu Mare

L329. Dacă wa, wb şi wc sunt lungimile bisectoarelor unui triunghi ABC, demon-
straţi că

a

wa
+

b

wb
+

c

wc
≥ 1

cos A2
+

1

cos B2
+

1

cos C2
.

Marian Cucoaneş, Mărăşeşti şi Marius Drăgan, Bucureşti

L330. Cu notaţiile uzuale ı̂ntr-un triunghi, arătaţi că
a

b
+
b

c
+
c

a
≤ p2

9r2
.

Marin Chirciu, Piteşti
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L331. Demonstraţi că, ı̂ntr-un tetraedru ABCD, sunt adevărate inegalităţile:

a)
ha − αr
ha + αr

+
hb − αr
hb + αr

+
hc − αr
hc + αr

+
hd − αr
hd + αr

≥ 4 · 4− α
4 + α

, α ∈ [0, 3];

b)
ra − βr
ra + βr

+
rb − βr
rb + βr

+
rc − βr
rc + βr

+
rd − βr
rd + βr

≥ 4 · 2− β
2 + β

, β ∈ [0, 1].

Nicuşor Zlota, Focşani

L332. Să se demonstreze că, dacă a, b, c > 0, este adevărată inegalitatea

(a+ b)(b+ c)(c+ a) ≥ 8abc+
(a− b)2(b− c)2(c− a)2

(a+ b)(b+ c)(c+ a)
.

Titu Zvonaru, Comăneşti

L333. Fie s un număr real din intervalul [−1, 1], iar a, b, c, d numere reale astfel
ı̂ncât

∑
a = 4s şi

∑
a2 = 4. Notăm cu Ms valoarea maximă a expresiei E =

(
∑
a)− (

∑
abc). Determinaţi min{Ms | s ∈ [−1, 1]}.

Leonard Giugiuc, Drobeta-Turnu Severin şi Marian Cucoaneş, Mărăşeşti

L334. Determinaţi funcţia monotonă f :
[
−π2 , π2

]
→ R, ştiind că f(0) ∈ Z şi că

există o primitivă F :
[
−π2 , π2

]
→ [−1, 1] a lui f astfel ı̂ncât F (x − y) − F (x)F (y) =

f(x) · f(y), ∀x, y ∈
[
−π2 , π2

]
cu x− y ∈

[
−π2 , π2

]
.

Florin Stănescu, Găeşti

L335. Să se determine funcţiile continue f : R→ R pentru care

f(f(f(x)))− f(f(x))− f(x)− 2x = 0

pentru orice x ∈ R.
Marian Tetiva, Bârlad

Training problems for mathematical contests

A. Junior Level

G326. In order to make supplies for the winter, the elves must collect mushrooms
from the forest. Mushrooms grow in 2017 small glades, but in one of these all mush-
rooms are poisoned, poisoning acting after a day. The quack has exactly 10 doses of a
potion to help heal 10 elves that ate a poisonous mushroom. How can the elves work
to identify the cursed glade?

Armand Anuşcă-Popa, student, Iaşi

G327. Prove that there are natural numbers that are perfect squares having 2017
as the sum of their figures.

Dan Popescu, Suceava
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G328. Prove that natural numbers x, y, z, t with the property x2016 + y2016 +
z2016 − t2016 = 2017 do not exist.

Ioan Viorel Codreanu, Satulung (Maramureş)

G329. Determine the non-null natural numbers p such that

[
p∑

k=1

√
n2 +

kn

p

]
=

pn, for all n ∈ N. ( [a] denotes the integer part of the real number a.)
Ovidiu Pop, Satu Mare

G330. Prove the inequality
1

ab+ bc+ ca+ 1
+

1

bc+ cd+ db+ 1
+

1

cd+ da+ ac+ 1
+

1

da+ ab+ bd+ 1
≤ 1 for a, b, c, d positive real numbers satisfying abcd = 1

Veronica Huiban, Bârlad and Cătălin Calistru, Iaşi

G331. Determine maxE, where

E = x
√

1− y2 + y
√

1− z2 + z
√

1− x2 + x+ y + z,

when the real numbers x, y, z belong to the interval [−1, 1].
Nguyen Viet Hung, Hanoi

G332. The circle of center I is tangent to the sides of the triangle ABC in the
points A1 ∈ BC, B1 ∈ AC, C1 ∈ AB. On the side BC one considers the point E

such that B̂EB1 ≡ Ĉ1B1A. If {X} = EB1 ∩ A1I and {Y } = XC1 ∩BC, prove that
the quadrilateral Y CB1C1 is inscribable.

Mihaela Berindeanu, Bucureşti

G333. Let ABC be a triangle inscribed in the circle C. The circle C1 is tangent to
the circle C and to the segments [AB] and [BC] in the points M,L and K, respectively.
Show that the circles circumscribed to the triangles AML and CMK passes through
the center of the circle inscribed in the triangle ABC.

Neculai Roman, Mirceşti, Iaşi

G334. Given a triangle ABC let Ma, Ha and La be the intersections of its cir-
cumscribed circle with the straight lines supporting the median, the altitude and the
bisector corresponding to the vertex A. We keep in the plane of this figure the points
Ma, Ha, La and we delete the other elements. Reconstruct the triangle ABC using a
ruler and a compass.

Temistocle B̂ırsan, Iaşi

G335. Let ABCD a tetrahedron and the arbitrary points M ∈ (AB), N ∈ (AC),
P ∈ (AD), Q ∈ (BC), R ∈ (BD) and S ∈ (CD). Denote by X,Y, Z and T the
gravity centers of the triangles MNP , MQR, NQS, PRS, respectively. Show that
VXBCD + VY ACD + VZABD + VTABC = 2VABCD.

(Related to the problem E:15144 from Gazeta Matematică 2/2017.)
Mihai Miculiţa, Oradea
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B. Senior Level

L326. Let ABC be a right triangle inscribed in the circle C and D be the foot
of the altitude from the vertex of the right angle A. The circles C1, C2 şi C3 of radii
r1, r2, r3, respectively which are interior tangent to the circle C are also tangent to the
segments [AD] and [BD], [AD] and [CD], [AB] and [AC], respectively. Show that
r1 + r2 = r3.

Neculai Roman, Mirceşti, Iaşi

L327. The circle inscribed in the triangleABC is tangent to the sidesBC,CA,AB
in the points D,E, F , respectively. Prove that, if the orthocenter of the triangle DEF
belongs to the altitude from A of the triangle ABC, then the triangle ABC is an
isosceles or a right triangle.

(A converse of the problem M2447 from Kvant 1/2017.)

Titu Zvonaru, Comăneşti

L328. Let ABC a triangle and H its orthocenter. Let Ea be the middle of the
segment AH and Ha be the projection of the point H on the side BC; similarly
one introduces the points Eb, Hb, Ec, Hc. One sets {A1} = EbHc ∩ EcHb, {B1} =
EcHa ∩ EaHc şi {C1} = EaHb ∩ EbHa. Show that:

1) the straight lines AA1, BB1, CC1 are concurrent in the center of the Euler
circle of the given triangle, and that

2) the points A1, B1, C1 are collinear.
Petru Braica, Satu Mare

L329. If wa, wb and wc are the length of the bisectors of a triangle ABC, prove
that

a

wa
+

b

wb
+

c

wc
≥ 1

cos A2
+

1

cos B2
+

1

cos C2
.

Marian Cucoaneş, Mărăşeşti and Marius Drăgan, Bucureşti

L330. Using the usual notations for a triangle, prove that
a

b
+
b

c
+
c

a
≤ p2

9r2
.

Marin Chirciu, Piteşti
L331. Prove that, in a tetrahedron ABCD, the following inequalities are true:

a)
ha − αr
ha + αr

+
hb − αr
hb + αr

+
hc − αr
hc + αr

+
hd − αr
hd + αr

≥ 4 · 4− α
4 + α

, α ∈ [0, 3];

b)
ra − βr
ra + βr

+
rb − βr
rb + βr

+
rc − βr
rc + βr

+
rd − βr
rd + βr

≥ 4 · 2− β
2 + β

, β ∈ [0, 1].

Nicuşor Zlota, Focşani

L332. Prove that, if a, b, c > 0, the following inequality

(a+ b)(b+ c)(c+ a) ≥ 8abc+
(a− b)2(b− c)2(c− a)2

(a+ b)(b+ c)(c+ a)
.

holds.
Titu Zvonaru, Comăneşti
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L333. Let s be a real number from the interval [−1, 1], and a, b, c, d be real
numbers such that

∑
a = 4s and

∑
a2 = 4. Set Ms = maxE, where E = (

∑
a) −

(
∑
abc). Determine min{Ms | s ∈ [−1, 1]}.
Leonard Giugiuc, Drobeta-Tr.Severin and Marian Cucoaneş, Mărăşeşti

L334. Determine the monotone function f :
[
−π

2
,
π

2

]
→ R, knowing that

f(0) ∈ Z and there exists a primitive of it, F :
[
−π

2
,
π

2

]
→ [−1, 1] such that

F (x− y)− F (x)F (y) = f(x) · f(y), ∀x, y ∈
[
−π2 , π2

]
and x− y ∈

[
−π2 , π2

]
.

Florin Stănescu, Găeşti

L335. Determine the continuous functions f : R→ R such that the equation

f(f(f(x)))− f(f(x))− f(x)− 2x = 0,

holds for any x ∈ R.
Marian Tetiva, Bârlad

IMPORTANT

• În scopul unei legături rapide cu redacţia revistei, pot fi utilizate următoarele
adrese e-mail: anastas@uaic.ro şi profgpopa@yahoo.co.uk . Pe această
cale colaboratorii pot purta cu redacţia un dialog privitor la materialele
trimise acesteia, procurarea numerelor revistei etc. Sugerăm colaboratorilor
care trimit probleme originale pentru publicare să le numeroteze şi să-şi
reţină o copie xerox a lor pentru a putea purta cu uşurinţă o discuţie prin
e-mail asupra acceptării/neacceptării acestora de către redacţia revistei.

• La problemele de tip L se primesc soluţii de la orice iubitor de matematici
elementare (indiferent de preocupare profesională sau vârstă). Fiecare dintre
soluţiile acestor probleme - ce sunt publicate ı̂n revistă după jumătate de
an - va fi urmată de numele tuturor celor care au rezolvat-o.

• Adresăm cu insistenţă rugămintea ca materialele trimise revistei
să nu fie (să nu fi fost) trimise şi altor publicaţii.

• Rugăm ca materialele tehnoredactate să fie trimise pe adresa redacţiei
ı̂nsoţite de fişierele lor (de preferinţă ı̂n LATEX).

• Pentru a facilita comunicarea redacţiei cu colaboratorii ei, autorii materi-
alelor sunt rugaţi să indice adresa e-mail.
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