Prof. Constantin Corduneanu la a 75-a aniversare

La 26 iulie a. c., prof. C. Corduneanu implineste varsta de 75 ani. Néiscut la
26 iulie 1928 la Iagi, domnia sa a urmat scoala primara in satul Potdngeni, com.
Movileni, jud. Iagi, unde parintii sdi erau invidtdtori. Studiile liceale le-a ficut la
Liceul Militar (Iagi i Predeal) in perioada 1940-1947. Citdm dintr-un interviu al
d-sale, acordat ziarului "Curierul Romdnesc": "Am avut sansa de a studia in acea
scoald de elitd, unde profesorul de istorie era doctor la Ozford, cel de chimie era de
asemenea doctor in chimie si inginer chimist, cel de geografie era simultan si asistent
universitar, cel de francezd era doctor in filologie, cu stagiu de specializare in Franta,
devenind apoi seful catedrei de limbd franceza la Universitatea din lasi. Profesorul
de matematicd fusese i cadru universitar (conferentiar suplinitor). Cand am pdsit
pragul universitdtii iesene, optiunile mele de viitor erau deja clare.” In clasa a VII-a
de liceu (1947), a luat premiul I pe tard la concursul anual, pe care il organiza atunci
Gazeta matematicd.

Dupé trecerea bacalaureatului in 1947, se inscrie la sectia de matematicd a Fac.
de Stiinte din ITagi, promovand primii doi ani de studii intr-un singur an, astfel cd in
1950 este declarat absolvent. Fiind un student eminent, in ultimul an de facultate a
fost numit preparator, regulamentul in vigoare la acea vreme permitand acest lucru.

Despre perioada studentiei si despre profesorii sdi, precum si despre activitatea
din cadrul Seminarului Matematic "Al. Myller", spunea: "A fost o altd sansd a
vietis mele s am posibilitatea sd md formez ca specialist intr-o atmosferd de inaltd
tinutd stiintificd si sd fiu sprijinit, in momente critice ale vietii, de cdtre profesorii
mei" (citat din acelagi interviu). Dintr-o scrisoare redactatd in urma plecdrii sale
din tarad, citdm: "Ramdnem si not, cei dinafard, datori fostilor profesori, care ne-au
pregatit atdt de solid pentru viatd. Toatd activitatea moastrd este pdtrunsd de simiul
respectabilitatii fatd de bunul nume pe care matematica romaneascd l-a dobandit gi
continud, credem, sd-l pdstreze. FEste tributul pe care-l datordm memoriei profesorilor
nostri, singurii cu adevdrat fauritori ai viitorului nostru, in conditii care nu au fost
tocmai prielnice”.

A urcat cu rapiditate treptele ierarhiei universitare, in 1965 fiind profesor titular.
Intre anii 1954-1968, a fost, in paralel, cercetiitor principal si apoi sef de sector la
Institutul de Matematici al Academiei, filiala Iasi. In 1961 este distins cu premiul
Ministerului Educatiei si Invatamantului, iar in 1964 primeste premiul "Gh. Lazar"
al Academiei.

A fost rector al Institutului Pedagogic din Suceava (1964-1967), decan al Fac. de
Matematicd din Tagi (1968-1972) si prorector al Univ. "Al. 1. Cuza" (1972-1977). In
1974, a fost ales membru corespondent al Academiei Romane (sectia matematicd).

Desfiintarea Institutului de Matematica si deteriorarea continué a climatului poli-
tic, social gi cultural din tara noastrd l-au determinat s& emigreze in strdindtate
(1977). Dup4& un an petrecut la Univ. din Kingston (Rhode Island) si altul la Univ.
din Knozville (Tennessee), se stabilegte definitiv la Univ. of Tezas at Arlington, unde
a functionat pani la pensionare. 1i place si spun# cd a avut 4000 studenti in Romania
si aproximativ 3000 in America, perioada activitatii sale universitare fiind de 47 ani.

Activitatea stiintificd a prof. C. Corduneanu s-a desfigurat fird intrerupere,
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fiind continuatd si in prezent. Este autorul a peste 150 de articole, publicate in
reviste de mare prestigiu din tard si din straindtate. La lagi, a infiintat Seminarul
special de teoria calitativd a ecuatiilor diferentiale si integrale, d-sa fiind initiatorul
acestei directii de cercetare la Tagi. Multi tineri s-au format in ambianta acestui
Seminar, fiindu-i recunoscétori profesorului lor.

Domeniul de cercetare a prof. C. Corduneanu este teoria ecuatiilor diferentiale,
integrale si integro-diferentiale, in care a abordat probleme de existentd, comportare
asimptoticéi, periodicitate, aproape-periodicitate si stabilitate a solutiilor unor ast-
fel de ecuatii. Meritd subliniatd introducerea "metodei comparatiei" in teoria sta-
bilitatii, studiul sistematic al teoriei admisibilit&tii operatorilor integrali, metoda
frecventiald in studiul stabilitdtii ecuatiilor integrale Volterra etc. Pentru a ne face
o idee despre opera matematicd a d-sale, amintim doar monografiile pe care le-a
publicat pand in prezent:

1. Functii aproape periodice, Ed. Academiei, Bucuresti, 1961;

2. Almost Periodic Functions, Interscience Publ., New-York, 1968; Chelsea Publ.
Company, New-York, 1989;

3. Principles of Differential Equations and Integral Equations, Allyn and Bacon,
Boston, 1971; Chelsea Publ. Company, New-York, 1977; 1988;

4. Integral Equations and Stability of Feedback Systems, Academic Press, New-
York, 1973;

5. Integral Equations and Applications, Cambridge Univ. Press, 1991;

6. Functional Equations with Causal Operators, Taylor and Francis, London 2002.

Monografia "Functii aproape periodice” a fost prima pe plan mondial consacrati
acestui important subiect. Cele doud editii in limba englezi ale ei au fost completate
si dezvoltate cu noi capitole; la cea de a doua editie englezd si-au adus contributia
si renumitii profesori ieseni N. Gheorghiu i V. Barbu. Se cuvine a adiuga cd prof.
C. Corduneanu a fost primul matematician din Iasi, ale cirui cirti au fost publicate
la edituri din strdinatate dacd avem in vedere perioada postbelicd. Multi matemati-
cieni din tard si de peste hotare citeazi si folosesc contributiile originale ale d-sale in
lucririle lor de specialitate. Dintre cei din ultima categorie amintim pe L. Cesari,
R. Conti, J. Massera, J. J. Schiffer, N. Rouche, W. Coppel i Ph. Hartman.

Prof. C. Corduneanu a fost si este membru in comitetul de redactie al unor
importante reviste de matematici din {ara noastrd gi din alte tiri. Este editor al
revistei Libertas Mathematica fondata in anul 1981 si ajunsd anul acesta la al XXIII-
lea num&r. Este membru al Academiei Romano-Americane de Stiinte si Arte (SUA),
fiind chiar pregedintele acestei institutii, in perioada 1995-1998. Este Doctor Honoris
Causa al universitdtilor din lagi, Constanta si Bragov. Are o prezentd activa la multe
manifestari stiintifice din tard si din America. Este invitat de numeroase universititi
pentru a tine conferinte si a prezenta comunicari.

A incurajat revista Recreatii matematice, sustindnd necesitatea unei astfel de
publicatii, ori de cate ori venea la Iagi.

La a 75-a aniversare, revista Recreatii matematice ureazi acad. prof. C. Cor-
duneanu "La mulli ani $i multe succese in activitatea sa viitoare!”.

Redactia revistei



A. N. Kolmogorov - 100 de ani de la nastere

Andrei Nicolaevici Kolmogorov este unul dintre cei mai mari matematicieni
ai secolului al XX-lea gi unul dintre cei mai fertili matematicieni ai tuturor tim-
purilor. In peste 300 de lucriri stiintifice, manuale si monografii, Kolmogorov acopera
aproape toate domeniile matematicii, exceptand teoria numerelor. In lucr#rile sale
atacd numai subiecte fundamentale si care deschid noi domenii de investigatie. O listd
neexhaustiva a directiilor cercetdrilor sale cuprinde: teoria seriilor trigonometrice,
teoria multimilor, teoria mdsurii, teoria integrdrii, logica constructivd (intuitionistd),
topologia, teoria aproximdrii, teoria probabilitatilor, teoria proceselor stochastice, teo-
ria informatiei, statisticd matematicd, sisteme dinamice, teoria automatelor, teoria
algoritmilor, lingvisticd matematicd, mecanicd cereascd, teoria turbulentelor, ecuatii
diferentiale, problema a 13-a a lui Hilbert, balisticd, aplicatii ale matematicii in bi-
ologie, geologie si cristalizarea metalelor.

S-a niscut la 25 aprilie 1903 in oragul Tambov (Rusia). R&méane orfan de mama
incd de la nagtere. FEra de origine aristocratd prin mama sa; tatdl sfu, inginer
agronom, avea o vast# cultur# generald. In 1920 a intrat la Universitatea din Moscova,
urménd si absolvind cursurile faculttii de matematicd - mecanici. In formarea lui
A. N. Kolmogorov un rol important a avut seminarul condus de V. V. Stepanov
consacrat seriilor trigonometrice gi scoala de analizd matematici creatd la Moscova
de N. N. Luzin. In 1931 devine profesor al acestei universititi. S-a stins din viati
la Moscova la 20 octombie 1982 dupd o bogatd activitate stiintificd si didacticid de
aproape sapte decenii.

In lucrsrile sale, A. N. Kolmogorov prezinti intr-o unitate surprinzitoare
chestiuni din domenii aparent deosebite ale matematicii. Incd din studentie a obtinut
rezultatele care au produs o puternicd impresie in lumea matematicienilor. In 1922 a
construit un exemplu de serie Fourier - Lebesgue divergentd aproape peste tot si un
altul de serie divergentd in fiecare punct. Sub influenta lucrdrilor lui M. S. Suslin si
N. N. Luzin, in acelagi an, face un studiu asupra operatiilor cu multimi introducand
o clasd foarte largd de operatii.

Incepand din 1924 interesul lui A. N. Kolmogorov se indreapti spre teoria
probabilitatilor, domeniu in care va deveni o autoritate de necontestat. Folosind
metode noi, in particular aga numita inegalitate a lui Kolmogorov, stabileste conditii
necesare gi suficiente pentru legea mumerelor mari si demonstreazd legea logarit-
mului iterat. Inca din 1909, E. Borel a inteles importanta teoriei mésurii pentru
constructia fundamentelor teoriei probabilitatilor. Ideile sale au fost dezvoltate de
A. Lomnicki intr-un articol din 1923 si au devenit obiectul cercetdrilor lui Kol-
mogorov in 1929 care, in lucrarea "Teoria generald a mdsurii §i calculul probabi-
litatilor", propune primul sistem axiomatic al teoriei probabilititilor fundamentat
pe teoria mésurii si teoria functiilor de variabild reald. Aceastd axiomatizare capiti
forma finald, acceptatd astfizi unanim, in monografia "Notiunile fundamentale ale
teoriei probabilitatilor” aparutd in 1933, editura Springer. Referindu-se la lucrarea
"Metode analitice in teoria probabilititalor” (1931), unul dintre elevii striluciti ai lui
Kolmogorov, B. V. Gnedenko, afirmi: "Teoria actuald a proceselor aleatoare Markov
sau, asa cum le numste Kolmogorov, proceselor fard postactiune, a fost fundamentatd
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de Kolmogorov in aceastd lucrare. A aparut un domeniu al matematicii cu aplicatii in
fizica, biologie, chimie, activitatea inginereascd. Gandirea lui Kolmogorov a actionat
in diverse domenii in care a pus probleme noi §i a dat raspunsuri unor chestiuni
principiale”.

Pentru preocupdrile sale de teoria informatiei unii matematicieni l-au numit pe
A. N. Kolmogorov "Newton al secolului XX". In teoria algoritmic# a informatiei
a introdus notiunea de e-entropie a unei multimi dintr-un spatiu metric, care are
aplicatii in probleme privind superpozitiile (compunerile) de functii si i-a permis si
revind asupra problemei a 13-a a lui Hilbert: "O functie continud de trei variabile
poate fi reprezentatd ca o superpozitie de functii continue de doud variabile?". In
1956 Kolmogorov a demonstrat c& orice functie continuid de mai multe variabile se
reprezintd ca o superpozitie de functii continue de trei variabile. In 1957, V. I. Arnold,
probabil cel mai renumit dintre elevii lui Kolmogorov, a demonstrat c orice functie
continud de trei variabile se reprezintd ca o superpozitie de funtii continue de dou#
variabile. In acelasi an, Kolmogorov arat# c& o functie continui de un numésr oarecare
de variabile se reprezintd ca o superpozitie de functii continue de o variabila reald la
care se adaug# operatia de adunare (functie continus de dou# variabile). Creator al
teoriei algoritmice a informatiei, Kolmogorov a introdus notiunea centrald a acestei
teorii, aceea de complezritate a unui obiect matematic (numitd astizi compleritate
Kolmogorov).

In 1925 A. N. Kolmogorov a publicat un articol despre legea tertului exclus.
Acest articol a intrat in fondul de aur al logicii matematice fiind prima lucrare pe
plan mondial a logicii matematice. In 1932 dezvolt# semantica logicii intuitioniste a
lui A. Heyting dand acesteia aspectul de logica constructivd. In 1952 a dat definitiile
cele mai generale ale notiunilor de obiect constructiv si algoritm. In anii 60 a reusit
s& atragd un numdr mare de cercetatorii in studiul limbii si literaturii prin metode
matematice.

A. N. Kolmogorov a creat puternice scoli de cercetare matematicd din care
s-au ridicat un numér impresionant de matematicieni de mare valoare, dar in acelasi
timp a acordat o atentie deosebitd si invatdmantului preuniversitar. Din initiativa
sa a fost infiintatd la Moscova gcoala internat numdarul 18 (cunoscutd sub numele
de "scoala Kolmogorov"), un liceu de matematici unde erau selectati copiii talentati
la matematicd, care se remarcau la olimpiade, de pe teritoriul intregii foste Uniuni
Sovietice.

A fost membru al Academiei de Stiinte din tara sa (1939), al academiilor din
Olanda, Anglia, Franta, SUA, Germania, Polonia, India, Romdnia (1956) s. a.,
doctor honoris causa al multor universitdti din intreaga lume, membru de onoare al
unor societdti prestigioase. A fost laureat al premiului de stat si de sapte ori laureat
al premiului Lenin, cel mai prestigios premiu din fosta Uniune Sovietica.

In 1963 a primit cea mai inaltd distinctie internationald care se acordd matema-
ticienilor, premiul Bolzano.

Prof. dr. Petru MINUT



ARTICOLE SI NOTE

Inegalitati pentru mediane, bimediane, bisectoare
Dan Stefan MARINESCU st Viorel CORNEA'!

Vom demonstra pentru inceput urmétoarea y
Lemd. Fie ABC un triunghi si M € (BC) astfel incat

% =k € (0,1). Atunci AM < kAC + (1 —k)AB.

Demonstratie. Fie N € (AB) astfel incat M N || AC N,
(fig. 1). Din teorema fundamentald a asemangrii obtinem
MN =k AC si AN = (1 — k) AB. Aplicand in triunghiul
AMN inegalitatea triunghiului avem AM < MN + AN B M Cc
sau, conform celor de mai sus, AM < k AC+ (1 — k) AB. Fig. 1

Propozitia 1. Fie ABCD un tetraedru, M € int (BCD), N € (CM N BD i

BN _BP
PG(DMQBC D(lCCLﬁ—UfLﬁ
u

AM < —2 A+ —"  _Ac+ AD.
u+v+1 u+v+1 ut+v+1

Demonstratie. Fie Q € (BM N CD (fig.2). In baza teoremei lui van Aubel,
BM BN BP BM u+v
M—Q:ﬁ+ﬁ:u+v, de unde BQ:u—&-v—i—l' (1)

Tinand seama de (1) si de Lem3, in AABQ avem

= v, atunci

1 u+v
AM <« ———— AB + ——— AQ. 2
<u—|—v+1 +u—|—v—|—1 @ (

Din teorema lui Ceva, aplicatd in ABCD, obtinem y
QD v’ CD u+vw
in AACD vom avea

v
A
Q<u—|—

Relatiile (2) si (3) conduc la

~—

. Aplicand iardgi Lema

AC+ —— AD. (3)
v U+ v

1
AM<—AB+LAC+LAD, B D
u+v+1 u+v+1 ut+v+1 0

ceea ce incheie demonstratia acestei propozitii. P e

Cateva cazuri particulare ale acestui rezultat pre- Fig. 2
zintd interes in sine.

Corolarul 1 (Inegalitatea medianei). Fie ABCD un tetraedru si G a centrul de
1
greutate al fetei BCD; atunci AG4 < 3 (AB+ AC + AD).

I Profesori, Liceul Teoretic "Iancu de Hunedoara", Hunedoara
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Demonstratie. Evident, in acest caz u = v = 1 gi aplicand Propozitia 1 obtinem
inegalitatea ceruti.

Corolarul 2. Medianele unui tetraedru pot fi lungimile laturilor unui patrulater.
Demonstratie. Fie G4, Gg, Go, Gp centrele de greutate ale fetelor BC'D,
ACD, ABD, ABC in tetraedrul ABCD gi G centrul siu de greutate. Aplicand in

1
tetraedrul GBCD inegalitatea din Corolarul 1, avem GG 4 < 3 (GB +GC + GD).

Conform unui rezultat cunoscut
3 3 3
BG:ZBGB, CG:ZCGC, DG:ZDGD.

1 1
Ca urmare, GG < Z(BGB—&—C'GC—&—DGD). Cum GG4 = ZAGA’ gdsim c#

AG4 < BGg+CG¢e + DGp.
Procedéand la fel gdsim si inegalititi similare, ceea ce asigurd faptul cd medianele
tetraedrului pot fi laturile unui patrulater.

Corolarul 3 (Inegalitatea bisectoarei). Fie ABCD un tetraedru, AE bisectoarea
triedrului cu varful tn A, E € int (BCD); atunci

Sg Sc Sp
AF < —————— AB4+———~ AC+———— AD.
Sp+5c+50 T Sp18c+50 TS5+ 5c+50

Demonstratie. Din teorema planului bisector (AFE este intersectia planelor bi-

sectoare ale diedrelor ce compun triedrul cu varful in A), avem (fig.2, cu M = E):
BN BP
=D~ g_l; siv= 0= g—z. Aplicand Propozitia 1, vom obtine:
SB Sc Sp
AE< =—————AB+ ——FF+——+—AC+ ——FF———
S+ Sc + Sp S+ Sc +Sp S+ Sc +Sp
adicd inegalitatea din enunt,.

u

AD,

Corolarul 4. Fie ABCD un tetraedru gi I centrul cercului tnscris in triunghiul

BCD; atunci:
cD BD BC
Al AB A AD.
A<gorep+ep Pt BoreoprEp Y " BoToD D

Demonstratie. In fig. 2 considersm M = I4; din teorema bisectoarei, avem
BN  BC | BP BD

““Np cp¥'TPCc T CD
Observatie. Propozitia 1 se poate demonstra sgi cu ajutorul relatiei lui Stewart,
care permite determinarea lui AM in functie de AB, AC, AD si u, v.

Se aplica Propozitia 1.

AM
Propozitia 2. Fie ABCD un tetraedru, M € (AB) astfel incat T s

CN
N € (CD) astfel incat D= 1 — u; atunci au loc
luBC — (1 —u)AD| < MN <uBC+(1
luBD — (1 —u)AC| < MN <uBD + (1
Demonstratie. Fie P € (AC) astfel incat MP || BC (fig.3). Din teorema

—u) AD,
—u) AC

fundamentald a aseméndrii avem MP =uBC g — =1—u. Cum — =1 —u,

AC CD



vom obtine c¢d PN || AD si in consecintd, in baza teo- 4
remei pomenite mai sus, vom avea PN = (1 —u) AD.

Deoarece punctele M, P, N nu pot fi coliniare, din M
inegalitatile triunghiului obtinem

|MP — PN| < MN < MP + PN

sau, dupd inlocuiri, avem B D
luBC — (1 —u) AD| < MN < uwBC + (1 — u) AD. L N
Procedéand la fel obtinem si al doilea grup de inegalitati. Fig. 3

Corolarul 5 (Inegalititile bimedianei). Fie ABCD wun tetraedru, M mijlocul lui
[AB] si N mijlocul lui [CD]; atunci

|BC — AD| < 2MN < BC + AD, |BD — AC|<2MN < BD + AC.
1
Demonstratie. Luand u = 5 in Propozitia 2, gdsim inegalitatile enuntate.

Pentru inegalitétile care urmeaz& avem nevoie de urméitoarea

Lem3. Fie ABCD un tetraedru. Cu conventiile din Propozitia 1 (fig.2), are loc
egalitatea:

AM?= ——  AB* 4+ —  AC*+ — " AD?-
l1+u+wv l1+u+v l1+u+vwv
v 9 U 9 U 9
-— B>~ —— _BD*-——__CD”
(14+u+w) (14+u+w) (I+u+w)

u—+v ‘i%— u
1—|—u—&—v§ CD  u+v

BM
Demonstratie. Ca in Propozitia 1, obtinem B0 =
Aplicand relatia lui Stewart in triunghiul ABQ, avem:

+ v U+ v
AM?2 = —— Ap2+ 210 g2 _UTY g2 1
l+u+v 1+u+w Q (1+u+0v)° < W
Aceeasi relatie aplicatd in triunghiurile BC'D si AC'D conduce la

BQ?=——BC?>+ ——BD?>- —~_CD?, (2)

u—+v u—+v (u+v)
AQ* = —— AC*+ —— AD* - —_CD2 (3)

u—+v u—+v (u+v)

Din (1), (2) si (3) obtinem egalitatea din enunt,.
Propozitia 3. Fie ABCD un tetraedru. Are loc inegalitatea
1 1
AM > — ( ———— AB> + ———— AC?*+ ———— AD?
_2R(l+u—|—v +1—|—u+v +1—|—u—|—1} ’

unde R este raza sferei circumscrise tetraedrulus.
Demonstratie. Fie A’ punctul in care (AM intersecteazi a doua oard sfera
circumscrisa tetraedrului. Avem evident

2R-AM > AA" - AM = (AM + A'M) AM = AM?* + A'M - AM. (1)
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Puterea punctului M fatd de sferd este egald cu

A'M - AM = R* — OM?, (2)
unde O este centrul sferei. Din lem&, vom avea:
1
AM? = ——— AB’ 4 — > AC® + ——— AD*-
1+u+o 1+u+v 1+u+v
U oo g™ o
(I+u+wv) (I+u+w) (I4+u+wv)
oM = — 1 o4 o0t —"  _opr
1+u+o l1+u+v 1+u+wv
e S
(I+u+w) (I+u+w) (I+u+w)
Cum OB = OC = OD = R, ultima egalitate devine:
OM2:R2—%BCQ—%BDQ—LQCD2. (4)
(14+u+wv) 14+u+wv) (1+u+wv)

Din (1), (2), (3) si (4) obtinem inegalitatea din enunt,.
Corolarul 6. Fie ABCD un tetraedru si G 4 centrul de greutate al fetei BCD;
atunci 1
2 2 2
A AGy > ﬁ(AB + AC® + AD?).
Demonstratie. In Propozitia 3 considerim M =G4 (v =v = 1).

In cele ce urmeaz#, daci ABCD este un tetraedru, vom nota cu my, hx, lx
mediana, in#l{imea, bisectoarea din varful X (X € {4, B,C, D}).

Corolarul 7. In orice tetraedru ABC'D avem

3R (ma +mp+mc+mp) > a® 4+ b% 4+ + 1 +m? +n?,

unde a = BC,b=CA, c=AB,l=DA, m= DB, n=DC, iar ma = AG 4 etc.

Demonstratie. Din Corolarul 6 avem 6Rm4 > c24+b*>+12, 6Rmp > c2+a’+m?,
6Rmc > a2 + b2 +n? 6Rmp > 12+ m? + n?, de unde, prin sumare, obtinem
inegalitatea ceruta.

Corolarul 8. Fie ABCD un tetraedru si 14 punctul in care bisectoarea din A a
tetraedrului intersecteazd fata BC'D; atunci

SB Sc Sp

2R-Aly > ——F——— AB* 4+ ———  AC?* + ——————— AD>
A= S5+ 8¢+ Sh Sp+ Sc+ Sp Sp+ Sc + Sp
Demonstratie. In Propozitia 3 se pune u = S—D siv= S—C
Sp Sp

Observatie. Ca si in Corolarul 7 se pot obtine inegalititi pentru suma bisec-
toarelor gi suma indltimilor.
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Proprietati de coliniaritate in patrulatere
Temistocle BIRSAN'!

In scopul stabilirii proprietétilor de mai jos vom utiliza urméitoarele trei leme.

Lema 1. Fie ABC un triunghi, X € (BC),Y € (CA) A
gt {Z} = AX N BY. Are loc relatia
BZ BX AC . Y
7y X0 AV M) 7

Demonstratie. Conform Teoremei lui Menelaus,

aplicatd triunghiului BCY i transversalei X7, avem
BX AC ZY 1, de unde deducem (1) 5 X ¢
XC AY Bz ' Fig. 1

Lema 2 [1, p.65]. Fie ABCD un patrulater convex gi {I} = AC N BD. Con-

E
sideram punctele E € (AB) gi F' € (CD) cu pozitiile date de rapoartele p = Vol st

FD
respectiv ¢ = Yok Atunci
I€EF < IA-ID=pq-IB-IC. 2)

Demonstratie. Presupunem ci AB si CD
se intersecteazd in S. Notand {I'} = EF N AC

si {I"} = EF N BD, obtinem relatiile: S..

ES I'A FC

Y — . — =1 A A 51 S S 1 EF

74 70 FS (ASAC si transversala EF),

ES I"B FD :
2B 7D FS - 1 (ASBD si transversala EF),

de unde, prin egalare, .

! " " ! Flg 2
I'A-T"D=pq-I"B - I'C. (%)

Atunci, avem I e EF = 1'=1"=1 Wra.1D =pq-IB - IC. Reciproc,

wIA ID T'A I'D

IA-ID=pg-IB-Ic YL .2 22 - =

b T IC IBTTC T'B

(intr-adevir, dacd I’ # I, atunci gi I’ # I gi am avea, in pozitia din figurd pentru
FF. ca E<I/_A Q<I//D)
’ IC " Ic’'IB "~ I"B”

Mentiondm ci egalitatea () se obtine prin aseminare de triunghiuri, daci AB ||

CD, restul demonstratiei raméanand acelagi.

=I'=1"=1

R C
Lema 3. In conditiile Lemet 2 au loc relatiile D F
IE _ g+l IB 1 ¢+1 IA (3)
F o310 ¢ pr1 IC
Demonstratie. In AECD scriem relatia lui van
Aubel:
IE JE KE A
= =5 1T A E B
IF JD KC .
Fig. 3

L Prof. dr., Catedra de Matematic#, Univ. Tehnici "Gh. Asachi", Tasi
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unde {J} = EDN AC si {K} = EC N BD. Conform Lemei 1, avem
DJ ID AB . CK IC AB
SE =18 AE (AABD) i XE - T4 BE (ABCA).
Ca urmare, obtinem:
IE IB-AE [IA-BFE P IB 1 IA
TF ID-AB ' IC AB p+1 ID "p¥i IC
1 p-IB-IC+IA-ID
Tp+1 IC-ID

IE 1) IB
Deoarece TA-ID =pq-IB-IC (Lema 2), rezultd ci 5= % “Ip- A doua

egalitate rezultd din prima gi relatia TA-ID =pq-IB - IC.

Fie ABCD un patrulater convex si
{I} = AC N BD. Considerdm un punct M €
€ (AI) si adoptdm notatiile:{X} = BM N AD,
{Y} = DM n AB, apoi {N} = CY N BD,
{Q} =CXNBDsyi, instarsit {U} = ANNBC,
{V}=AQNCD (fig.4).

Consideram pozitia punctului M pe diago-
nala AC daté de raportul

AM
a=— (4) Fig. 4
Cu ugurintd putem preciza pozitiile punctelor X, Y, N, @, U si V functie de «

si elementele patrulaterului. Intr-adevir, aplicim Lema 1 de dou# ori in triunghiul
AM AX BD . AM AY DB

NABD S1 obpnem rela[;ule: m = ﬁ . E Sl m = ﬁ . ﬁ, adicid
AX 1B Ay D 5
xp “Bp ¥ YB “BD’

Pentru determinarea pozitiilor punctelor N si @ aplicim Lema 1 in ACAB si ACAD;
b BN _ BY CA DQ _ DX CA
obtinem o =y or ¥ or ~ x4 or

BN 1 AC-BD DQ 1 AC-BD

NI o IC-ID’ QI « IB-IC -

tinand seama de (5), vom avea

(6)

. - . . BN  BU AC
Pentru punctele U ¢i V' aplicdim Lema 1 in AABC ¢i AADC: NI - TC AT

g—? = % . % Din aceste relatii si (6) rezultd ci

BU 1 BD-IA DV 1 BD-IA
UC o IC-ID’ VC a IB-IC " (7)
Punem acum in evident cateva proprietiti de coliniaritate ale configuratiei (fig. 4).
Propozitia 1. Punctul P definit de {P} = BV N DU se afld pe diagonala AC.
Demonstratie. A ardta cd P € AC revine la a ardta c¢d in ABCD cevianele

DU, BV gi CI sunt concurente. Datoritd relatiilor (7), avem
BU CV DI 1 BD-IA IB-I1C ID

UC' VD' IB o IC-ID “ BD-IA 1B~
10
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si aplicdm reciproca teoremei lui Ceva.

Observatie. Octogonul stelat AY BUCV DX, generat pornind de la punctul
M, este inscris in patrulaterul convex dat avand patru din varfurile sale tocmai
varfurile patrulaterului, iar celelalte patru varfuri, ce alterneazd cu acestea, fiind
situate pe laturile patrulaterului. Propozitia precedenta gi cele care vor urma pun in
evidentd faptul ci punctul I (de intersectie a diagonalelor patrulaterului) joacd un
rol important pentru acest octogon stelat.

Propozitia 2. Punctele din fiecare dintre tripletele X, I, U i Y, I, V sunt
coliniare.
Demonstratie. Conform Lemei 2, pentru ca punctele X, I, U si fie coliniare
este suficient ca egalitatea urméatoare si fie indeplinita:
XD UC
ID-IC = ~Ai TUB -ITA-IB.
Dar, tinand sema de (5) si (7), egalitatea devine

1 BD IC -1ID
ID-IC =275 % Bp 1A

La fel se aratd cd Y, I, V sunt coliniare.

JA-IB&1=1.

Observatie. Triunghiurile X BC si UD A sunt omologice si punctul I este centrul
lor de omologie. Conform teoremei lui Desargue, perechile de drepte (BC,DA),
(XB,UD) i (XC,UA) au puncte de intersectie coliniare. Observatie similars relativ
la triunghiurile YCD si VAB.

Introducerea punctelor G, G, H, H', K, K', L, L', S, S’, T, T’ rezultd din fig. 4.

Propozitia 3. Punctele G, I, H sunt coliniare. Aceeagi proprietate o au i
punctele G', I, H'.

Demonstratie. Conform Lemei 2, aplicatd patrulaterului Y BV D si punctelor
G si H, pentru coliniaritatea punctelor G, I, H este suficient s ardtdm c&

GD HV
ID-IV—G—Y~ﬁ-IY-IB. (8)
Cu Lema 3, aplicatd relativ la patrulaterul ABCD si punctele Y si V, avem
1y — q+1 IB d _AY . DV
w Py M Pty 1Ty
i . . ID 1 BD-IA | . o
Din (5) si (7), avem cd p = « 50 1= 5 I 10 % dupi calcule, urmeazi céd

1Y olIB-1C+1A-BD
IV~ IC(aID+ BD)
Pe de altd parte, utilizand Lema 1 in AADB si ACBD, obtinem
GD ND AB . HB QB CD

(9)

== _ = .22 _— _ 2= 1
Gy NB av ¥ HV QD TV (10)
Din nou apeland la relatiile (5) gi (7), gidsim
AB _oID+BD CD aIB-IC+IA-BD )

AY alD oV o alB-IC
11



. ND . QB . . .
Pentru a exprima rapoartele ~B si Q_D prin elementele patrulaterului dat, le scriem
ND NI ID B I IB
mai intai sub forma — = + QB _ Q— + —— gi apoi folosim relatiile

NB NB ' 'NB QD QD ' QD
(6); se obtine
ND ID(aIC+AC) . QB IB(alIC+ AC)
NB~ ~ IB-AC 0D ID-AC
Inlocuind factorii prezenti in (8) cu expresiile lor date de (9) — (12) se ajunge la

egalitatea 1 = 1. In concluzie, punctele G, I, H sunt coliniare. Similar se obtine c&
si punctele G’, I, H' sunt coliniare.

(12)

In aceeasi maniers, adici folosind lemele si formulele (4) — (7), se dovedesc si
rezultatele urméatoare.

Propozitia 4. Punctele K, I, L sunt coliniare. Sunt coliniare de asemenea i
punctele K', I, L.

Propozitia 5. Punctele S, I, T si punctele S’, I, T' sunt triplete de puncte
coliniare.

Observatie. Intrucat proprietitile precedente sunt de naturd proiectivi nu este
lipsitd de interes stabilirea acestora cu mijloacele geometriei proiective.

Pentru configuratia in discutie pot fi puse in evidentd si proprietiti de altd natura.

Propozitia 6. Dacd patrulaterul ABCD dat este paralelogram, atunci patru-
laterul XYUV este un paralelogram cu laturile paralele cu diagonalele celui dat.

Afirmatia reciprocd este de asemenea adevdratd (fig. 4).
Demonstratie. Faptul cd ABCD este paralelogram este echivalent cu

IA=1IC s IB=ID. (13)
Din (13) si (5) deducem c % = %, adicd XY || BD; din (13) si (7) rezultd
cé% = %, adicd UV || BD. La fel deducem c# % = % ((13), (5) si (7))
s YE = UB ((13), (5) si (7)); ca urmare, XV || AC si YU || AC. In concluzie,

XYUYV este paralelogram. Afirmatia reciprocs se dovedesgte pe cale inversi.

Corolar. Ddndu-se un paralelogram ABCD si un punct M € (AD), sd se
construiascd numai cu rigla (negradatd) un paralelogram inscris in acesta §i avdnd
punctul X ca unul dintre varfurile sale.

Solutie. Cu rigla construim punctul M ca intersectie a dreptelor BX si AC.
Pornind de la M construim cu rigla punctele Y, U, V aga cum s-a procedat la
inceputul acestei note. Conform Propozitiei 6, XY UV indeplineste conditiile cerute.

Bibliografie
1. D. Mihalca, I. Chitescu, M. Chiritd - Geometria patrulaterului, Teora, 1998.
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O constructie geometrica a unor medii
Claudiu Stefan POPA!

Se stie c& in orice trapez, lungimea liniei mijlocii este media aritmetica a lungimilor
bazelor, iar lungimea segmentului care se sprijind pe laturile neparalele, trece prin
intersectia diagonalelor si este paralel cu bazele, este media armonicd a lungimilor
bazelor. De asemenea, o paraleld la baze ce imparte o laturd neparaleld in raportul

m [SEVIPN . . . ") . .
—, m,n € N*, determind in interiorul trapezului un segment a cdrui lungime este
n

media ponderatd a bazelor cu ponderile m si n (toate aceste rezultate pot fi gisite,
spre exemplu, in [2]).

In lucrarea [1] se demonstreazi ci un segment paralel cu bazele si avand ca
lungime media geometricd a acestora este situat "intre" linia mijlocie gi segmentul
paralel cu bazele ce trece prin intersectia diagonalelor. Ne propunem in continuare
si ddm o constructie efectivd a segmentului paralel cu bazele, de lungime media ge-
ometricd a acestora, bazdndu-ne pe un rezultat interesant in sine si pe care autorul
nu l-a mai intalnit in literatura de specialitate.

Propozitie. Fie ABCD un trapez, AB || CD, {O} = ACNBD gi fie S € (AB),
R € (CD) astfel incat RS || AD. Atunci O € RS dacd si numai dacd AS este media
geometricd a lungimilor segmentelor [CR] si [BS].

Demonstratie. Si presupunem cd O € RS si fie D
€ (AD), Q € (BO) astfel ca PQ || AB, O € (PQ). R_C
Se gtie ¢t PO = OQ si atunci OQRD si OQS A sunt
paralelograme (OQ || DR || AS, OQ = DR = AS).
Urmeazi ci RQ | BD, SQ || AC. Aplicand teo- P 0
rema lui Thales in ACDB si ABAC, obtinem ci
DR BQ BS
RC  QC  SA
SA? =CR- BS.
Reciproc, presupunem cd RD = SA =+/SB - RC. Y S
Notdm SB = a, RC = b i atunci AB = a + Vab, )
CD = b++/ab. Deoarece lungimea segmentului para- Fig. 1
lelel cu bazele ce trece prin intersectia diagonalelor este media armonici a lungimilor
bazelor, avem c&

AB-CD a++Vab) (b+Vab Vavb \/E—I—\/EQ
PQ:2AB+CD:2( a+b)+(2\/E >:2 (\/(;ﬁ)) = 2Vab,

prin urmare PO = OQ = AS = DR, adici PORD gi POSA sunt paralelograme.
De aici, OR || AD, OS || AD, deci O € RS.

si, cum DR = SA, rezultd ci

B

Drept consecintd a acestui rezultat obtinem un procedeu de constructie a mediei
geometrice i a mediei pdtratice ale bazelor unui trapez, ca segmente ce se sprijind pe
laturile neparalele g1 sunt paralele cu bazele.

I Profesor, Scoala "Alecu Russo", Tasi
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Fie, ca in figurd, [PQ)] si [M N] segmentele ce
reprezintd media armonicd, respectiv media arit-
meticd ale bazelor trapezului ABC'D. Obtinem
un segment avand ca lungime media geometrica a
bazelor, folosind unul dintre procedeele cunoscute
([2]). Asez&m acest segment in prelungirea uneia
dintre bazele trapezului; punctul D’ astfel obtinut
il unim cu B si fie {E} = BD' N AD. Paralela
prin E la baze determind segmentul [EF] c&utat.

Fie XY simetrica dreptei PQ fatd de M N, cu
X e AD,Y € BC. Atunci

2AB-CD
XY =2MN - PQ=AB+CD - ——rp =
_ (AB+CD)?—-2AB-CD  AB?+ CD?
B AB+CD ~ AB+CD

AB? + CD? AB?>+CD? AB+CD
=Y 2 _¢AB%@' g VXY MA

Prin urmare, constructia cu rigorile impuse initial a segmentului de lungime media
pétraticd a bazelor trapezului ABCD se reduce la constructia segmentului [K L]
avand ca lungime media geometricd a bazelor trapezului XY M N (fig. 2).

Propunem spre rezolvare urméitoarele probleme:

1. Fie ABCD trapez cu [AB] baza mare si A’ € (AB), D' € (DC astfel incat
Ce (DD")si AA =DD' =+AB-CD. Si se demonstreze ci:

i) A'C, BD' i AD sunt drepte concurente;

1) daci E este punctul de concurentd de la i) si EF || AB, F € BC, atunci
EF =+AB-CD.

2. Fie ABCD un trapez, AB || CD si punctele E € (AD) si F € BC astfel
incat EF || AB. Trapezele ABFE gi EFCD au diagonalele respectiv paralele daci
si numai dacid FF =+ AB - CD.

3. Fie trapezul ABCD cu baza mare AB, ACNBD = {0}, {M, E, P} C (AD),
{N,F,Q} C (BC) astfel incat [M N] este linia mijlocie a trapezului, EF || AB si
EF? = AB-CD, iar PQ | AB, O € PQ. Daci notim Ryy = w, atunci

, Acpxy
Rip = Ryun - Rpg -

Bibliografie.

1. L. Constantinescu - O interpretare geometricd a inegalitdtii mediilor, R. M. T. nr.
1/1982.

2. J. Hadamard - Geometrie pland, Ed. Tehnicd, Bucuresti, 1960.

14



Irelevanta primitivabilitatii pentru ecuatii
functionale de forma f (z +vy) =g (f (z), f (v))

Dan Stefan MARINESCU st Viorel CORNEA'!

In [1] este demonstrat urmsitorul rezultat:

"Dacd f : R — R admite primitive i f(x+y) = f(x)+ f(y) pentru orice
z,y € R, atunci f este continua”.

De remarcat cd demonstratia se bazeazd pregnant pe primitivabilitatea functiei
I

In cele ce urmeazi vom dovedi urmétoarea

Propozitie. Fie g : R — R o functie arbitrara gi f : R — R o functie care
admite primitive. Dacd

fl@+y)=g(f(z), f(z), VzyeR,
atunci f este continud.

Demonstratie. Daci f este injectivd, impreund cu faptul cd f are proprietatea
lui Darboux, suntem condusi la monotonia functiei f pe R. Se deduce imediat con-
tinuitatea functiei f, ceea ce incheie demonstratia.

Dacé f nu este injectivd, vom dovedi c& f este constantd pe R si, in consecint,
f este continud. Din faptul ci f nu este injectivd existd a,b € R cu a < b si
f(a) = f(b). Aritdm c&

Ve > 0, E|t1,t2€R cu 0<tg—t;<e i f(tl)zf(tg). (1)

b—a

< 1 si functia

h:R—R, h(m)zf(x—l—l)_Ta)—f(x), Vz e R.

Pentru aceasta fie n € N* incat

Evident, h are proprietatea lui Darboux: h = G’, unde G : R — R, G (z) =
b—
F <x + Ta) — F(z),Vx € R, cu F o primitivd a lui f.

Daci h nu se anuleazi pe R, cum h are proprietatea lui Darboux, avem h (z) < 0,
sau h (z) > 0, Vz € R. Fie h(z) > 0, Vz € R; atunci

b— b b—
h<a)>o,h(a+ a)>0,h(a+2 a>>0,...7h<a+(n—1) a)>o,
n n

n

de unde

1 Profesori, Liceul Teoretic "Iancu de Hunedoara", Hunedoara
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b— b—
f<a+n a)—f<a+(n—1) a)>0,
n n
relatii care adunate conduc la f (b) > f (a), ceea ce este fals.

. h—
In consecintd, existd ¢ € R astfel ca h (0) = 0, adicd f <c + - a> = f(¢); luand

tl =cC, t2 =c+
dovedita. X
Ardtdm in continuare ci to — t1 este perioadd a functiei f. In adevir,
flatta—t)=f@-—ti+i)=g(f(z—t1),[f(t2) =
=g(fl@—t),ft)=flz—ti+t)=f(2).
Din aceasta si (1) deducem c# existd un sir (ay)
an — 0 si

h—
2 avem f)=f(t2) culd<ty—t1 = e e, adicd (1) este
n

nen de numere reale cu a, > 0,
flx+an)=f(xr), VeeR, VneN (2)
Fie F' o primitiva a functiei f i n € N. Definim functia
F n) — F
F. RoR, F,(z)=l@+m=-F@ g

Qnp

Evident F,, este derivabild si F) () = 0 (in conformitate cu (2)), adicd F, este
constantd pe R; deci F,, (x) = F,, (0), Va € R, adici
n) —F F(a,)—F (0
Floto)—F@) _Fla)=FO o

Qnp 293

de unde, prin trecere la limitd pentru n tinzand la +o0, gisim f () = f (0), Vz € R.
Asgadar, f este constantd pe R. Cu aceasta demonstratia este incheiata.

Corolar. Fie g: RxR — R o functie, P (R) = {f : R — R | f admite primitive},
CR)={f:R—R|f continui} si ecuatia functionald
flr+y)=g(f(@).f(y), Yz,yeR (3)

Atunci ecuatia (3) are solutie in P (R) dacd gi numai dacd are solutie in C (R).
Demonstratie. Daci (3) are solutie in C (R), atunci, evident, are solutie in
P (R). Reciproc, daci (3) are solutie in P (R), atunci conform Propozitiei are solutie

in C(R).

Bibliografie
1. S. Ridulescu, P. Alexandrescu, M. Chirita - Olimpiada locald, Bucuresti, 1996.

16



Asupra problemei XI1.32 din RecMat - 2/2002
Marian TETIVA'
In numirul 2/2002 al Recreatiilor Matematice a fost publicatd problema

XI1.32. Fie (G,-) grup, iar a € G\{e} fizat. Ardtati cd numdrul morfismelor
surjective de la G la (Zs,+) cu proprietatea cd f(x) = 2 & x = a este egal cu
numdarul subgrupurilor H ale lui G care nu-l contin pe a i care au proprietatea cd

2> € H,Vz € @.
Dana Stan, eleva, Iasi

Ideea autoarei era stabilirea unei corespondente bijective intre multimile
A= {f : G — Zs | f morfism surjectiv cu f (x) :§<:>:r:a};
B={H<G|a¢Hsia’c HVzecG}.

(0). Avem cd

1

f(x) = 0, deci
F(g ) atunci

in surjectivitatea

Pentru aceasta, se definegte functia F' : A — B prin F(f) = f~
f_l(a) = Ker f este subgrup in G, a ¢ f_l(a), iar f(a:3) =3
x3 € ffl(()\), Va € G; prin urmare, F' este bine definitd. Dacd F (f) =
F7H0) = g7 1(0). Tnplus, F71(2) = g7 1(2), far f~1(1) = ¢7'(1) di
functiilor f si g; in concluzie, F' este injectiva.

Réamane s& dovedim ca F este surjectivd. Fie H € B; este normal s& consideram
fu : G — Zs datd prin fy (z) = 0, Vo € H, fy(a) = 2, iar fy (z) = 1,V €
G\ (HU{a}). Avem ci F (fy) = H, fu este surjectivd, iar fg (z) =2 & z = a.
Este insd aplicatia fy astfel definitd morfism de grupuri? Dovedirea acestui fapt
impune studierea modului in care conditia din ipotez4 influenteaza structura grupului
G. Acest studiu va releva c& ipoteza poate fi slibiti, concluzia poate fi imbun&tatitd
si va permite obtinerea unei generalizdri interesante a problemei in discutie.

Fie deci f : G — Zs3 morfism de grupuri astfel incat existd a € G\ {e} cu
proprietatea
fle)=2ez=a (%)
Avem atunci f (a) = §, apoi f (az) =24+2=1 sif (a3) = 6; prin urmare, conditia
de surjectivitate impusi lui f este superflus. In continuare, f (a4) =2 gi din (%)
obtinem ci a* = a, adici a® = e. Pe de alt# parte, fie b € G astfel incat f (b) = 6;
avem succesiv:
flab)y=f(a)+f0)=2+0=2=ab=a=b=c.
Tar daci se considerd ¢ € G cu f (€) = 1, atunci
f(cQ) :f(c5) :§:>02:cs:a=>02=a§ic?’:e:ac:e:>c:a2.
In concluzie, G = {67 a, a2}, cu a element de ordin 3, deci existd un singur morfism
cainenunt (f(e) =0, f(a) =2, f (a?) = 1) si un singur subgrup H cu proprietétile
cerute, H = {e} (oricum, gi morfisme gi subgrupuri sunt cate doud de toate!).

Tatd acum generalizarea anuntata:

I Profesor, Colegiul National "Gh. Rogca Codreanu", Barlad
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Propozitie. Fie (C,-) un grup ciclic si g € C un generator al sau. Fie (G,-) un
alt grup (notam la fel operatiile celor doud grupuri, pentru simplitate). Presupunem
cd existd un morfism f: G — C gi un element a € G, a # e, astfel incdt f(zr) =g <
S x = a. Atunci G este izomorf cu C.

Demonstratie. In primul rand, f(a) = g = f (a*) = g*, Vk € Z. Acum,
fie € G un element oarecare. Trebuie si avem f(z) = g¢¥, pentru un anume
k € Z. Rezultd (f fiind morfism) ci f (a'™*z) = f(a)l_kf(x) = gl7Fgk = ¢.
Dar singurul element din G pentru care f ia valoarea g este a, deci in mod necesar
avem a' %z = a = 2 = a®. Asadar orice element al lui G este o putere a lui a:
G C la* | kez).

Din f (ak) = ¢¥, Vk € Z, rezultd ci f este o aplicatie surjectivit. In cazul in care C
este finit gi are n elemente avem ¢" = esi f (a"“) =gl =g=a""'=a=da"=c¢
(e fiind elementul neutru din C), deci G C {ak |E=0,1,...,n— 1} si cum existd
o surjectie de la G la C, obligatoriu G are tot n elemente si, evident, este izomorf
cu C.

Dacd C este infinit nu putem avea a” = a™ pentru exponentii intregi distincti k si
m, deoarece asta ar insemna si ¢F = f (ak) = f(a™) = g™, ceea ce este imposibil, g
fiind acum de ordin infinit. Deci si in acest caz G este izomorf cu C, fiind acum grup
ciclic infinit (generat tot de a, dar acesta nu mai are acum ordin finit). Demonstratia
este incheiata.

k

Recreatii ... matematice

1. Patru oameni a, b, ¢ si d vor si traverseze intr-o noapte un pod, venind toti
din aceeasi directie. Pentru a ajunge toti de cealaltd parte, au la dispozitie 17 minute
si doar o lanterna. Podul sustine cel mult 2 oameni odatd gi orice echipa care trece
podul, de unul sau doi oameni, trebuie si aiba lanterna cu ei. Lanterna trebuie
sd fie transportatd inainte si inapoi, deci, ea nu poate fi aruncatd etc. Se gtie cid
a traverseazd podul intr-un minut, b in doud minute, ¢ in cinci minute, d in zece
minute, iar o echipa traverseazd podul cu viteza celui mai lent dintre componentii ei.
Cum procedeazi cei patru pentru a trece podul in timpul stabilit?

2. Dacd vi puteti imagina cd desenul aldturat repre-
zintd un taur care se uitd spre est, schimbati pozitia a
doud segmente astfel incat acesta si se uite spre vest.

Nota. Solutiile problemelor 1 gi 2 se pot gisi la pagina 43.
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NOTA ELEVULUI

Combinatorica ... algebrica
Gabriel DOSPINESCU!

Expansiunea combinatoricii in concursurile de matematicd de orice nivel impune
cunoagterea unor procedee gi metode cat mai variate de abordare a problemelor de
acest fel. Scopul acestei note este prezentarea, pe un numér de exemple, a modului
cum pot fi utilizate unele mijloace algebrice: numere complexe, polinoame etc. in
rezolvarea problemelor de combinatorica.

Cardinalul unei multimi A va fi notat |A|. Daci A este o multime de numere
naturale, atunci suma elementelor acesteia se noteazd m (A) si se numeste mdsura
lui A (prin conventie, m (#) = 0). Multimea A se numeste pard / impard dacd m (A)
este numdr par / impar (() este pari).

Vom utiliza in mod frecvent urmétoarea

2 2
Lemi. Fie ¢ = cos — + i sin T Are loc egalitatea
n n

-1
ap+aie+...+ap_1e"" =0, ag,a1,...,0n-1 €R,

dacd si numai dacd ap = a1 = ... = Ap_1.

Demonstratie. Definim polinoamele f,g € R[X] prin f = ap + a1 X + ...+
+a, 1 X" tgig=1+X+...+ X" L Daci f, g au rddicini comune, atunci (f,g)
divide g. Deoarece g este ireductibil in R [X], rezultd (f,g) = g, adicd g | f, si, deci,
g=kf, ke€R. In consecintd, avem ag = a; = ... = a,_1. Reciproca este evidenti.

1. Cate numere de n cifre 2, 3, 7 sau 9 se divid cu 3?2 (Concursul "Traian
Lalescu", 2003)
Solutie. Fie x,,, y, si z, numirul numerelor cu n cifre 2, 3, 7 sau 9 congruente

2
cu 0, 1 si respectiv 2 modulo 3. Se cere si se afle z,,. Fie ¢ = cos?7r + 4 sin ?W

Evident, ,, + yp + 20 = 4" §i 2, + eyn + €22, = Z guttan —
ai,...,an€{2,3,7,9}
= (52 +e3 47 +€9)n = 1. Deci z, — 1 + ey, + €2z, = 0, de unde rezult¥ ci

1
Tp—1l=y, =2, =k. Atunci3k =z, +y,+2,—1=4"—1,deunde k = 3 (4™ —1).
1
Ca urmare, z,, = 3 (4™ +2).

2. Fie S, = {1,2,...,2n} si A, (B,) familia submultimilor pare (impare) ale
multimii S, avdnd n elemente. Sd se determine |Ay| — |B,|. (Polonia, 2001)
Solutie. Ideea esentiald este ci avem |A,| — |B,| = Z (=)™ Dar

ACS,, |Al=n
2n

ultima expresie este coeficientul lui X in dezvoltarea H [1 + (fl)i X } . Cum acest
i=1

I Elev, Liceul "Dimitrie Cantemir", Onesti
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produs este egal cu (1 4+ X)" (1 — X)" = (1 — X?)", deducem c& |A,,|—|B,| este coe-
ficientul lui X™ in dezvoltarea (1 — XQ)n, adicd este 0 pentru n impar si (—1)"/2 <n7/l2>
pentru n par.

3. Fie p un numdr prim impar, numerele naturale m si n divizibile cu p, iar n

impar. Pentru fiecare m -upld (c1,...,cm), unde ¢; € {1,2,...,n}, cu proprietatea
m

cd p | E ¢;, considerdm produsul ci - ... cp. Sd se demonstreze cd suma acestor
i=1

m
produse este divizibild cu <E> . (Gabriel Dospinescu)
p
Solutie. Pentru orice £ € {0,1,...,p— 1}, fie z; = ch © ... Cp, SUMAa
m

luandu-se dupd toate m-uplele (ci,...,c,) pentru care ch- = k (modp). Luand
i=1

2r . . 2w
€ = cos — + 1sIn —, avem
p p

p—1
m
(5+252 +...+n5”) = E €l CpeSTTem = E xpe.
C1,..,em€{1,2,...,n} k=0

Cum, printr-un calcul simplu, se obtine

€+252+“.+n6n2n5”+2—(n+1)25"+1+5: ne 7
(e—1) e—1

rezultd ci

m p—1

Pe de altd parte, din e?~' + ... 4+ ¢+ 1 = 0 deducem c#

5i1 :_% (P 242"+ .+ (p—2)e+p—1)
si obtinem
% - <%)m(sp2+25p3+---+<p2>€+p1)m'
Scriind

(XP242XP 34 L+ (p—2)X+(p—1))" =bo + b1 X + ... + by X",
deducem c&
nm

_ = _ﬁ " p—1 2
N ( p) (yo+yie+... +yp1e’'), (2)
unde y; = E by

k=j(mod p)
Din (1) si (2), obtinem relatia

zo—1yo + (1 —ry1) e+ (2 —ry2) e + ..+ (Tp—1 — rYp—1) et~ =0,
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m
n . W o

unde r = (— . Din aceasta rezultd cd xo —1yo = ... = Tp_1 — TYp—1 = k.
p

Ré#mane si ardtdm cd r | xo. Este suficient si ardtdm ci r | k. Dar

pk=xo+...+2Tp1—7 Yo+ ... +Yp—1) =
=(1+2+...4n)" =1 (bo+ ...+ bpp-2)) =
=(1+2+...4n)" —r(1+24+...+(p—-1)".

H\™ —D\™
Deci pk = (%) —-r (%) si, cum membrul drept se divide cu pr,
rezultd ci r | k.
4. Fien,a1,a9,...,a, € N* gi f (k) numdrul m-uplelor (c1,...,cm) pentru care
m
1<¢ <a;si Zci =k (modn). Sa se arate ca f(0)=f(1)=...=f(n—1)
i=1

daca gt numai dacd existd un indice i astfel incdt n | a;. (Rookie Contest, 1999)
Solutie. Si observidm c& au loc relatiile

[[(x+x2+. x)= Y xatet-te g
i=1 1<¢i<a;
m
FO+fMe+...+f(n—1e" ! = Z gorttem :H(5+52+...+5‘“),
1<¢i<a; =1

2 2
unde am notat in mod firesc & = cos — + isin —. Atunci fO)=f1)=...=
n

n
= f(n—1) este echivalent cu f(0) + f(1)e + ...+ f(n—1)e" ! = 0, deci cu

H (5 +e2+... 4+ 5‘“) = 0. Ultima realtie are loc dacd si numai dacid existd un
i=1
indice i astfel incat € + &2 + ... + &% = 0 i, ca urmare, €% = 1, adici n | a;.

5. Fie p un numdr prim i A ={1,2,...,2p}. Sd se determine numarul multi-
milor B C A cu p elemente gi avand proprietatea cd p | m(B). (OIM - 1995,
Polonia)

2 2
Solutie. Cazul p = 2 fiind banal, vom considera p > 3. Fie ¢ = cos ] + i sin ]

p p
gl «; numarul multimilor B C A cu p elemente si pentru care m (B) = j (modp).

Atunci
p—1
Sagic ¥ ewo Y e
=0

BCA, |Bl=p 1<e1<ep<2p
ultima sum4 fiind coeficientul lui X? in dezvoltarea (X +¢) (X 4+ ¢2) ... (X +¢&27).
Cum XP —1 = (X —1)(X —¢)... (X —eP™!), deducem ci (X +¢) (X +¢&2)-...-
p—1
(X +e%) = (XP+ 1)? i, deci, coeficientul lui X? este 2. Asadar, ijej =2 sau
j=0
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x0—2+$15+...+xp,151’_1 =0,deunderezultd cd zp —2 =21 =... = 2,1 = k.

. 1
Urmeaza cd pk = xo+. . . 4+2p_1—2 = (21;0) —2. In concluzie, xg = 2+— ((?) — 2).
p

6. Fie A o multime de numere naturale ce contine cel putin doud numere impare.
Sd se arate cd pentru k € {0,1,2} are loc relatia Z (—l)m(B) m* (B) = 0 (B poate
BCA
fi 0 sau A). (Gabriel Dospinescu)
Solutie. Pornim de la observatia ca

[Ta+xm=>" xm®, (1)

a€A BCA
In (1) facem = = —1 si deducem ca Z (—1)™B) = H(l + (—=1)*) = 0. Derivim
BCA acA
relatia (1) si obtinem (notand A = {aq,...,a,})
e X (1+X%2) . (1+X%) = > m(B)X"P), (2)
BCA
In (2) facem 2 = —1 si deducem (tinand cont ci din ipotezi fiecare termen al sumei
din membrul stang este 0) ci Z m(B)(—1)"™®5) = 0. Derivim apoi (2) si obtinem
BCA
analog c& Z (=)™ B)m?2(B) = 0.

In final propunem spre rezolvare pe aceeagi cale problemele urmétoare. Pentru
a realiza cd aceastd metodd meritd sd fie cunoscutd, sugerdm ca atadt problemele
anterioare cat si cele urmatoare si fie rezolvate si "clasic".

7. Fie a,, numdrul submultimilor B C {1,2,...,6n} pentru care m(B) = 5 (mod 6)
§i by, numarul submultimilor C C {1,2,...,7n} pentru care H =5 (mod7). Sd se
zeC

determine Z—n . (Polonia)

8. Sd se calculeze suma elementelor submultimilor lui {1,2, ...,3n} care au mdsura
multiplu de 3. (Gabriel Dospinescu)

9. Fie A=1{1,2,..,n}. a) Sd se arate cd familiile submultimilor pare §i impare
ale lui A au acelagi numdr de elemente i aceeasi sumd a mdasurilor elementelor.

b) Sda se afle suma mdsurilor submultimilor pare ale lui A. (Test de selectie,
1994)
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Un procedeu de calcul al limitelor unor siruri
de forma (a1 — an)n21

Oana CARJA!

1. Scopul acestei note este prezentarea unei scheme de calcul al limitelor unor
giruri de forma (a,4+1 — an),,~,, schema desprinsa din solutia datad de M. Tena relativ
la girul lui Lalescu [1, p. 443].

Baza teoreticd a acestei scheme este datd de urméitoarea

Propozitie. Fie (ay),~, un sir de numere strict pozitive ce verificd conditiile:

n—oo Oy n—oo M n—oo Ay,

(i) lim 2 =10 (i) lim 2 =ae(0,00); (iii) lim (a"“> —BeR

Atunci lim (ap41 —an) = alnp.

Demonstratie. Avem:

n
anp _(an+1 - an)
n — | an
<_“n+1> = <1 SREUAR ) an) Gnt1 — On , n>1,
G Qn
de unde, prin logaritmare, obtinem:
an
An+1 — 0n \ a —a an An+1 "
(@nt1—an)In (1 + M—) ntl T = 2y (—) ,n>1. (1)
Gn n an,
. . o . . o . a71,+1 — an o . .
Din (4) rezultd imediat ¢ lim ——— = 0 i, deci,
n—oo Qanp,
ap
. Gnt1 — Q _
lim In (1 + M) Unt1 = n _ 1 (2)
n—oo anp,

Relatiile (1), (2), (i) si (iii) aratd cd existd lim (an41 — ay), finitd sau nu, gi, prin
n—oo
trecere la limitd in (1), obtinem c& aceastd limit# este aln 3, q.e.d.

Observatie. Mentiondm faptul c& pentru calculul limitei de la punctul (%)
(unde apare o nedeterminare de tipul 1°°) nu putem utiliza limita fundamentals

< . 1 . . R
corespunzitoare, anume khm (1+2) [z _ e, ci trebuie procedat in alt mod.
— 00

2. Aplicatie la siruri remarcabile. Avem in vedere urmétoarele trei siruri:
1° Sirul i T. Lalescu L, = "R/(n+ 1) = Vn!, n > 2.

Notam a, = ¥/n!, n > 2 si obtinem:

. ap . vn! 1
lim — = lim = -
n—oo N n—oo N e
. Gpt1 . "R/ (n+1)! ) n "NW/(n+Dn+1 1
lim — = lim ———* = lim =—-e-1=1;
n—oo (O n—oo vn! n—oo /n! n—+1 n e

I Elev#, cl. a XI-a, Colegiul National "C. Negruzzi", Tasi
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n

n
n Y| n/(n+1)
lim (%) = lim <ﬁ> = lim <n+1) =e.

n—oo (075 n—oo vn! n—oo n!

1 1
Conform Propozitiei, lim L, = - -lne= —.
n—o0 e €
2° Sirul lut R. T. Ianculescu I, = (n+1) "Wn+1—ni/n, n>2[1, p. 521].
Fie a,, = n{/n, n > 2. Se obtine imediat c& lim n _q si lim dntl _q, Apoi,

n—oo N n—oo  (p

o (ans\" . (1) W1\ . (n4+1\" n+1 1
lim = lim = lim . . =e

n—oo an n—oo n Q/ﬁ n—oo n

si, deci, lim I, =1-lne=1.

(n+1)" nnl

nn—l - (TL _ 1)7172’
Luim a, =n""'/(n— 1)"72, n > 2. Prin calcul, gdsim a = 8 = e (cu notatiile din
Propozitie). Ca urmare, nh—{r;o G, =e.

3° Sirul lui M. Ghermdnescu G, =

n > 2 [1, p. 520].

3. Probleme de concurs. Cu Propozitia de mai pot fi calculate multe dintre
limitele ce sunt date la concursurile scolare.

1° Caleulati lim (e”%*--ﬂ% —el+%+-~+%). (Olimpiada localx, 2003)
1

Ap+1

o 1 1. . ] e
Luidm a, = e' T2+t +% gi constatdm ci lim = lim emt =1,

n—oo an n—oo
a " a
. n+1 . _n_ . . n . 1 1_
lim = lim e = e si lim — = lim e'fzt-FTa-mn = ¢C ynde
n—oo an n—o0o n—oo m n—oo

n—oo

1 1
C = lim (1 + 3 +...+4——1In n) este constanta lui Fuler. Deci, limita este e©.
n

2° Fie (Tn),>1 80 (Yn),>, doud giruri de numere reale strict pozitive astfel incdt
. > >
lim 2 =g € Ry, lim In _ be Ry si lim (yn41 — yn) = ¢ € R. Demonstrati
n—oo

n—oo Iy, n—oo N
cd lim (yn_H YTl — Yn ,"/:vn) = ac. (D. M. Bitinetu-Giurgiu, M. Somodi,
C:844, G. M.-11/1988)

Observdm cd lim y, = 400, lim Yntl “Yn _ 0, lim Intl _ si
n _ n
lim <M> = lim (1 + M) = ... =¢e/" (calcul de rutin).
n—=o0 \ Yn n—00 Yn
n+l/x
Fie a, = yp, /x,; obtinem: lim Gntl _ lim Yol VIndl 1- 4 _ 1,
n—oo Ay n—oo Yy {l/ﬂ a
n n
1
lim & = lim y—n,"/xn = ba, lim <an+1> = lim <yn+1> ot =
n—oo N n—oo M n—oo (o5 n—00 Yn T YT

c/b

= ¢%/?. Conform Propozitiei, limita cerut# este egali cu (ba) Ine®/’; adicd este ac.

Propunem spre rezolvare urmétoarele probleme selectate din G. M.: C:2062
(7-8/1998), 24628 (1,/2002) si 24708 (5-6/2002).

Bibliografie
1. D. M. Bitinetu - Siruri, Ed. "Albatros", Bucuresti, 1979.
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CHESTIUNI METODICE

Asupra unei probleme propuse
la Concursul “Florica T. Campan”, martie 2003

Horia-Nicolat TEODORESCU!

La etapa judeteand a concursului amintit, s-a dat gi urmétoarea problem# (repro-
dusd aici sumar):

“Pe un biliard dreptunghiular ABC D, o bild porneste din M catre AB i loveste o
altd bila in N. Unde loveste prima bild latura AB? Se cunosc coordonatele punctelor
M gi N”. (Autor necunoscut)

Baremul afisat pe usa scolii unde s-a desfigurat concursul preciza drept solutie
unicd un punct de coordonate corespunzitoare datelor problemei, (0,2). Aceasta este
insd numai o solutie particulard (este drept, singura care putea fi determinaté precis
din datele problemei). Din figura alituratd se poate constata ci existd o infinitate
de solutii, obtinute prin ciocniri multiple fie si numai dupd laturile AB si respectiv
CD (semi-biliardul — biliardul semi-infinit — creat de dreptele AB si C'D, fard laturile
AD si BC).

D C

A B

Deoarece la ciocnire traiectoria face unghiuri egale cu normala la suprafata de
ciocnire, din egalitétile de unghiuri, obtinem, cu notatiile M (s, yar), N (zn, yn):
TN —xm = ymtgl + yn tg b+ 2patgd,
unde p este numdarul de ciocniri cu latura C'D, iar a este distanta dintre laturile AB

si CD. Deci,
TN —xm = (Yym +yn + 2pa) tg b,

de unde
TN —TM

P 0=0({p), p=0,1,...

In textul problemei, nu se d& valoarea a, dar aceasta nu face si dispara infinitatea
de solutii posibile dup4 relatia de mai sus. Corespunzator fiecirei valori de unghi, se
determind punctele de lovire a dreptei AB, iar pentru p = 0, se obtine solutia indicatd
in timpul concursului. Desigur, existd si alte familii de solutii, prin ciocniri numai

tgf =

L Prof. dr., Fac. de Electronicd si Telecomunicatii, Univ. Tehnica "Gh. Asachi", Iasi
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cu peretii AD si BC' (strict similare cu cele discutate) sau obtinute prin ciocniri cu
toti cei patru pereti — solutii pe care nu le analizdm aici.

O anumitd ambiguitate a textului se pare cd a produs incurcituri unor candidati.
Printre exprimarile mai putin fericite se numérs “se indreaptd spre AB”. In ce sens
ar trebui interpretatd aceastd afirmatie? Orice traiectorie “in jos” se indreaptd spre
AB, cici se apropie de AB — distanta dintre punctul de pe traiectorie si AB scade.
Ar fi trebuit spus “traiectoria punctului este initial dup& o dreaptd, care intersecteazé
segmentul AB”. Sau, mai simplu, “bila se ciocneste intai de AB”. Daci se mai ficea
si precizarea “se ciocneste o singurd datd cu AB si nici o datd de alte margini ale
biliardului, inainte de a lovi bila din N”, atunci problema ar fi fost nu numai mult
mai clard, dar ar fi avut ca unicd solutie chiar solutia indicatd participantilor la
concurs.

Unii candidati au fost inclinati s& considere c& bila ce porneste din M se loveste
intai de bila din N gi abia apoi de marginea AB. Interpretarea nu era gresitd, cici
textul problemei nu contrazice aceasti interpretare. Din nefericire, aceasta complici
problema, cédci dou&d puncte materiale se migcd dupé ciocnire pe dreapta dupd care
s-au miscat initial, dar in sens opus, deci bila din M urma si se intoarcd intai spre
CD (sau AD, CD — functie de dimensiunile biliardului) si apoi spre AB! Daci
bilele se presupun nepunctuale, problema este nedeterminati (este necesar s se mai
precizeze unghiul de contact al bilelor la prima ciocnire); cu precizarea unghiului de
ciocnire, problema devine rezolvabild, dar depageste nivelul de cunostinte de fizicd la
clasa a VIII-a.

In concluzie, problema discutatd avea prea multe neclarititi gi imprecizii pentru
a fi inclusd ca atare intr-un concurs de nivel judetean, iar acordarea de note mari la
aceastd problem# probabil a l&sat pe unii elevi cu falsa impresie c& au inteles gi chiar
rezolvat corect (si complet) problema daci au dat solutia indicat4 in ziua concursului.

In final, cred c& este meritoriu pentru Comisia concursului amintit cd a dat atentie
unei probleme de tip biliard, dat fiind c& domeniul biliardelor formale (in particular,
teoria biliardelor hiperbolice) este dintre cele mai profunde si fertile astdzi in teoria
sistemelor ergodice si a sistemelor cu dinamicd neliniard [1], [2]. Biliardele polig-
onale si eliptice in plan si cele cubice si tetraedrice sunt de altfel probleme clasice
in geometrie (vezi problema lui Alhazen, datand din antichitate si intens studiatd in
evul mediu, sau porismul lui Poncelet), cu multiple si importante aplicatii in fizici,
prea putin reflectate in literatura de specialitate pentru elevi de la noi din tard. S&
agteptdm deci gi alte probleme despre biliarde in culegeri si in concursuri scolare.

Bibliografie
1. Lai-Sang Young - Developments in Chaotic Dynamics, Notices of AMS, 1998, vol.
45, nr. 10, pp. 1318-1328.
2. M. Hasewinkel - Fncyclopedia of Mathematics, Vol. 1, pp.406-411 (Pessin Theory),
Kluwer Academic, 1997.
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O problema ... si opt solutii
Adrian ZANOSCHI!

La prima editie a Concursului de matematici " Alexandru Myller", care a
avut loc la Iasgi, in perioada 4 - 6 aprilie 2003, a fost propusé elevilor de clasa a X-a
urmétoarea problems [1]:

Fie ABC si ADE doud triunghiuri dreptunghice cu B=D=090° si AB=AD.
Fie F proiectia lui B pe AC si G proiectia lut D pe AE. Sd se arate ca punctele
B, F, E sunt coliniare dacd si numai dacd punctele D, G, C' sunt coliniare.

Problema, rezolvati corect de aproximativ 60% dintre concurenti, a prilejuit aces-
tora etalarea unor variate tehnici si metode de geometrie sinteticéd, analitica si vecto-
riald. V& prezentdm in continuare opt dintre rezolvirile care au fost date in concurs
si in afara lui, ldsdndu-vd pe dumneavoastrad si decideti care este cea mai frumoass.

Solutia I (sinteticd). AplicAnd teorema E
catetei in triunghiurile ABC ¢i ADE, obtinem:

AF - AC = AB? = AD? = AG - AE,

de unde rezultd cd AF - AC = AG - AF, adici
punctele F % si G sunt conciclice. De aici,
d/edlcem cd CFE = 90° dacd ¢i numai daci
EGC = 90°, ceea ce inseamnd c& punctele B, F,
FE sunt coliniare dacd si numai dacd punctele D, F

G, C sunt coliniare. (Andrei Stefinescu, elev,

Colegiul National de informaticd "Tudor Vianu", B 4
Bucuresti) Fig. 1

Solutia a IT-a (sinteticd). Vom demonstra mai intai urméitoarea

Lemd&. Fie un triunghi ABC si un punct M € (BC). In aceste conditii, AM
este perpendiculard pe BC' dacd gi numai dacd:

AB? — BM? = AC? — CM?. (1)

Demonstratie. I Daci AM 1 BC, atunci din ega- 4
lititile AB? — BM? = AM? si AC? — CM? = AM?,
rezulta relatia cdutatd.

IT S& presupunem ci are loc relatia (1). Notand cu

« unghiul A/]\/[\B, avem
AB? = AM? + BM? —2 AM - BM cosa,
AC? = AM? + CM? +2AM - CM cosa, 4

de unde, folosind egalitatea (1), deducem —AM-
-BM cosa = AM - CM cosa sau AM - BC cosa = 0,
deci o = 90°.

Fig. 2

I Profesor, Colegiul National "C. Negruzzi", Iasi
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Revenind la problema noastri, si presupunem cd B, F', E sunt coliniare. Aplicand
Lema in triunghiurile ABC, ADE si ACE, obtinem

AB? — AF? = CB? - CF?, (2)
AD? — AG? = DE? — EG?, (3)
CE? - CF? = EA* - FA% (4)

Cum AB = AD, din (2) si (3) rezultd ci:

CB? - CF? + AF? = DE? — EG? + AG?,
de unde, avand in vedere relatia (4), gisim:

CB? + EA? — CE? = DE* — EG* + AG?,
sau

CB?+ (EA? — DE?) — AG® = CE® — EG?,
(CB? + AD?*) — AG® = CE® — EG?,
CA? — AG? = CE? - EG?,

ceea ce inseamnd, conform Lemei, c8 CG L AFE. Prin urmare, punctele D, G, C
sunt coliniare. Reciproca se demonstreazd in mod analog. (Adrian Zanoschi)

Solutia a III-a (sinteticd). Presupunem ci punctele B, F', E sunt coliniare.
Fie G’ proiectia punctului C' pe AE. Din faptul cd AAG'C ~ AAFE rezulti ci

AG AC AC-AF  AB?

= —_— A [ = i1 AAB .
Va ’3 g;au G Vo Vo (teorema catetei in (). Ca urmare,
AG' = 7 = AG (teorema catetei in AADE), adicd G’ coincide cu G si, deci,

punctele D, G, C sunt coliniare. Implicatia inversi se demonstreazs la fel. (Petru
Asaftei, prof., Scoala Normald "V. Lupu”, lagi)

Solutia a IV-a (sinteticd). Vom utiliza rezultatul urm#tor: Un patrulater
MNPQ (convex sau concav) este ortodiagonal dacd gi numai dacd este tndeplinitd
relatia MN? + PQ? = MQ? + NP2,

Dacd punctele B, F, E sunt coliniare, atunci patrulaterul ABCFE este orto-
diagonal si are loc relatia AB? + CE? = AE? + BC?. Deoarece AB = AD,
AE? = AD?>+ED?, BC? = AC?—AB? = AC? — AD? relatia se scrie AD>+CE? =
= AC? + ED?, adici patrulaterul ADEC este ortodiagonal. Deci D, G, C sunt coli-
niare. Mentiondm faptul ci in conditiile F € BF i E ¢ [BF') patrulaterul ABCE
este concav gi cd E € [BF] nu poate avea loc. Se aratd la fel implicatia inversi.
(Temistocle Birsan)

Solutia a V-a (vectoriald). S presupunem c punctele B, F' i E sunt coliniare.
N —_—
In acest caz, avem BE 1 AC, deci BE-CA = 0. Si arétam cd CG L AE:
—_— —— —_— = —— —_— =
CG - AE = (CB+BA+AG) : (AB+BE> -
—

—_— — —_— — _— — —_— = _— — —
=CB-AB+CB-BE+ BA-AB+ BA-BE + AG-AB+ AG - BE =
—_— —_— —_— — —_— — —_— =
=CB-BFE— AB>+ BA-BE + AG - AB+ AG - BE =
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— — — — — — —
- (CB+BA>-BE—AB2+AG~(AB+BE):
—_— — — —_— ——
=CA-BE - AB?>+ AG-AF = —AB?>+ AG - AE = —AD? + AG - AE = 0.

De aici, avand in vedere cd DG | AFE, rezultd cid punctele D, G si C' sunt coli-
niare. Cealaltd implicatie se demonstreazs in mod analog. (Cristina Gutue, elevi,
Colegiul National "I. C. Bratianu", Pitesti si Bianca Milatinovici, eleva, Liceul de
Informatica "Gr. C. Moisil", Iagi)

Solutia a VI-a (vectoriald). Fie zOy un sistem ortogonal de coordonate astfel
incat Oz s& fie mediatoarea Iui BD. Vom nota cu 7 p; vectorul de pozitie al unui
punct oarecare M (fatd de polul O). Punctele B, F si E sunt coliniare daci si numai
daci BE | AC, adicd (7'g — 7)) - (T¢c — T a) =0 sau

?B'?C+?E'?A:?E'?C+?A'?B- (1)

Punctele D, G si C sunt coliniare dac# si numai dacd (7¢c — 7p)- (7 g — 74) =0,
sau

— — — — — — — —
Tp  TE+Tc TA=TE-Tc+TaTp. (2)
Deoarece B = D = 90°, rezulti ci (7'g — 74) - (Tc—7p) =05 (T'p—T7Ta4)"
— — .
-(rEfrD):(),dem
— — - = — — —
TR - To+TA Tp=Tc - Ta+Ts (3)
si
— — — — — — —92
TYp T+ TaA Tp=Tg-Ta+ThH. (4)
Datoritd modului de alegere a sistemului de coordonate avem 7% = 7% si
TA-Tp=TaTpsiastfel, din (3) si (4), obtinem
- = - = - = - =
rg-ro+ rg-ra=rp-rg+rc-7ra4a. (5)

Prin urmare, avand in vedere relatia (5) si egalitatea 774 - 7 g = 7 4 - 7 p, rezultd

cd relatiile (1) gi (2) sunt echivalente, adic# ceea ce trebuia demonstrat. (Adrian
Zanoschi)

Solutia a VII-a (cu numere complexe). Deoarece relatiile F' € BE i G € DC
sunt echivalente cu BE 1 AC si respectiv cu DC | AFE, problema noastra revine la
a ardta echivalenta BE | AC' < DC | AE.

Consideram un reper ortogonal in plan cu originea in A gi notdm cu b, ¢, d si e
afixele punctelor B, C, D si E. Cum AB = AD, rezultd c& |b| = |d|. Dac8 notdm
cuz-y (z,y € C) produsul real al numerelor complexe x gi y, avem:

BELAC®& (e—b)-c=0&(e—b)c+ (2—b)c=0<bc+bc=Te+ce, (1)
DCLAE & (c—d)-e=0& (d—c)e+ (d—C)e=0«de+de=Te+ce, (2)
BC LAB& (c—b)-b=0< (c—b)b+ (c—b) b= 0« b+ be = 2bb, (3)
DE 1L AD & (e—d)-d=0% (e—d)d+ (€—d)d =0« de+ de = 2dd. (4)
Cum bb = |b|*> = |d|* = dd, din relatiile (3) si (4) rezulti c& be+be = de + de, de unde
deducem c3 relatiile (1) si (2) sunt echivalente, deci BE 1 AC, daci si numai daci
DC 1 AE. (Cezar Chirild, elev, Colegiul National "M. Eminescu”, Botosani)
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1.

Solutia a VIII-a (analiticd). Fie B(b,b")
2Oy un sistem ortogonal de coordonate cu y
originea in A si (Oz = (AC. In acest
caz, punctele din problem& vor avea coordo- 0=4(0,0) X
natele: A (0,0), B(b,V), C(c,0), D(d,d), 2 =50 -1
E (e, ¢), F(b,0), G(g,g'). S& presupunem (5,0) C(c,0
cd B, F, F sunt coliniare gi s aratdm ci
D, G, C sunt coliniare (reciproca se poate

demonstra in mod analog, alegand sistemul Geg)
de coordonate astfel incat triunghiul ADE E(e,e’)
s# joace rolul triunghiului ABC). In acest ’
_ D(d,d")
caze=b. ]
Din B = D = 90°, rezulti c& Fig. 3
map - Mpc = Mmap - Mpg = —1
sau

oo d e —d

2. - 2. =1

b b—c d e—d ’
de unde obtinem b2+ (V')> = be si ed +€'d’ = d? + (d')*. De aici, avand in vedere
c& AB = AD, deci b% + (V)? = d* + (d')?, deducem ci:

ed+ €'d = be. (1)
Cum DG 1L AE, rezultd ¢& mpg - mag = —1, sau
-4 )
g—d e’
In sfarsit, tinand cont de (1) i (2), putem scrie:
g —d d (@ e d
DG = MDpo < g—d Td—c < e T d—c <

o edtdd =cc B be=ec & b=ce,

care este adeviratd, conform ipotezei. (Evelina Slitineanu, elevd, Liceul
"D. Cantemir”, Iasi)
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Bucuresti, 1990.
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Asupra unor sume cu radicali
Dan POPESCU!

Scopul acestei note este prezentarea unor proprietiti ale radicalilor accesibile ele-
vului de gimnaziu gi utile in abordarea unitard a unor tipuri de probleme.

Propozitia 1. Dacd n € N este astfel incit /n € Q, atunci \/n € N.

Demonstratie. Fie /n = E, cup,g €N, ¢g#0, (p,q) =1. Atunci n = p—z, deci
¢* | p?, de unde q | p, adica \/ﬁqe N. !

Propozitia 2. Fie a,b € Q% astfel incdit \/a, Vb e R\ Q. Atunci vVab € Q dacd

§t numai dacd \/% € Q.

1
Demonstratie. Imediat, din faptul cd \/% = E\/@

Propozitia 3. Fie a,b € Q% si o, 8 € Q* astfel incit a/a + Vb € Q*; atunci
VaeQ si VbeQ.

) . . a?a — %D
Demonstratie. Observidm ci ay/a — BVh =

av/a+ Vb
1

Va = o [(a\/a—i— ﬁ\/5> + (a\/a— B\/E)} € Q; analog pentru v/b.

Propozitia 4. Fie a € Q*, iar b € Q* astfel incit Vb € R \ Q; atunci

a+VbeR\Q si avbeR\ Q.
Demonstratie. Daci, prin absurd, a + b € Q, atunci vb = (a + \/5) —a€Q,

€ Q si atunci

. . 1
contradictie. La fel, daci avb € Q, atunci vb = (a\/g) € Q, fals.
a
Consecinta. Deoarece un numdr irational este nenul, iar inversul oricdrui numéar

a 1
\/EER\Q, aiﬁe(@'

Propozitia 5. Fie a,b € Q' astfel incit \/a, Vb, Vab € R \ Q, iar m,n € Q.
Atunci my/a+ nvb € Q dacd gi numai dacd m? +n? = 0.

Demonstratie. Dacid m = n = 0, atunci mv/a + nvb = 0 € Q. Invers, si
presupunem c& m+/a + nvb € Q. Pitratul acestui numsr este tot rational si atunci
mnvab € Q. Insi Vab € R \ Q, deci mn = 0. In cazul in care m = 0, avem c&
nvb € Q, adici n = 0. Analog, pentru n = 0 obtinem ci i m = 0. In concluzie,
m? +n? = 0.

irational este tot numadr irational, in conditiile P4 avem si c&

Observatie. Tinand seama de Pa, ipoteza vab € R\ Q poate fi inlocuitd cu

\/%ER\Q.

Prezentdm in continuare cateva aplicatii ale acestor rezultate, iar in incheiere sunt
propuse alte exercitii care pot fi rezolvate aseménator.

I Profesor, Colegiul National "Stefan cel Mare", Suceava
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Problema 1. Sd se rezolve in N x N ecuatiile
2 3
a) §ﬁ+ Z\/l3=5; b) va+ Vb= 18.
Solutie. a) Aplicand Pg, obtinem ci v/a, vb € Q si atunci v/a, vb € N, conform

P;. In plus, deoarece (3,4) = 1, avem c& /a'3, Vb4 si cercetand posibilititile
existente, gdsim unica solutie (9, 16).

b) Ecuatia se scrie echivalent V2a++/2b = 6 si aplicand din nou Pg si Py, obtinem
e v2a,v2b € N, deci a = 222, b = 2y2 cu z,y € N. Inlocuind, gisim ci z +y = 3,
de unde (a,b) € {(0,18),(18,0),(2,8),(8,2)}.

Problema 2. Sd se arate cd v/n++vn+1€R\Q, Vn € N*.

Solutie. Sa observdm mai intai cd n gi n + 1 nu pot fi simultan patrate perfecte
pentru n € N*. Dacd exact unul dintre ele este patrat perfect, concluzia urmeaza din
P4. Dacd nici unul nu este pétrat perfect, atunci se poate aplica Pg, dat fiind faptul
cd y/n(n+1) € R\ Q (numdrul n (n + 1) este cuprins strict intre pétratele perfecte
consecutive n? gi (n 4 1)%).

Problema 3. Sd se rezolve in N3 ecuatia
(m2—3m—|—2) nZ+n-+ (p2 —4) n?+5n+6=0.

Solutie. Singura valoare a lui n € N pentru care unul dintre radicali dispare
este n = 0; in acest caz, ecuatia devine p? — 4 = 0, iar multimea solutiilor este
{(a,0,2) | a € N}. Dacd n # 0, suntem in ipotezele Pj:

n?<n?+n<n+1)7; (n+2)7<n?+5m+6<(n+3)%;
(n2+3n)2< (n2+n) (n2+5n+6):(n2+3n) (n2+3n—|—2) < (n2—|—3n—|—1)

prin urmare m? —3m + 2 = 0 si p? — 4 = 0, deci multimea solutiilor ecuatiei este

S=1{(1,a,2)|acNYU{(252)|be N

2
)

Probleme propuse.
1. S& se rezolve in N x N ecuatiile:

a) 2/ +3/g=12;  b) y/m+n=+10.

2. Si se arate cd ecuatia \/a — N /P, unde p € N este prim, are o infinitate
de solutii in N x N.

3. Sd se arate cd Vn2 +n++vn2+3n+2€R\Q, Vn e N.

4. S& se arate ci:

1
. cR\Q, VneN: b
) T — v cRe ) s e

5. S& se rezolve in Q ecuatia (2:102 + 5x + 3) V11— (23:2 + 33:) V21 = 0.

eR\Q, ¥n e N.

6. Fie A = {ﬁ—&— Vb |a,b e N* a,b< 100}. S& se afle cardinalul multimii
ANQ.
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CONCURSURI SI EXAMENE

Concursul "Alexandru Myller"
Editia I, Iasi, 4 - 6 aprilie 2003

Alexandru Myller (1879 - 1965) s-a niscut in Bucuregti dintr-o familie de
intelectuali. A absolvit Facultatea de Stiinte — sectia matematici din Bucuresti. Intre
anii 1902 - 1906 se afld in Germania pentru a continua studiile. In 1906, la Gotingen,
sustine teza de doctorat sub conducerea lui David Hilbert. Tot aici il cunoagte pe
Felix Klein, fondatorul faimosului "Program de la Erlangen”. Reintors in tard, este
titularizat in 1910 ca profesor de geometrie analiticd la Univ. "Al I. Cuza" din Iagi.

In 1910 pune bazele unei biblioteci, Seminarul Matematic, care se va dezvolta
treptat, si a unei scoli de geometrie ce va fi renumitd in intreaga lume. Este initia-
torul unei colectii de modele geometrice si se preocupd de problemele invatamantului
secundar. A adus contributii de valoare in geometria diferentiald, ecuatii diferentiale
st integrale i istoria matematicii.

A fost rector al universitdtii iesene in perioada 1945 - 46. Din 1949 este membru
al Academiei Romane. In 1960 universitatea Humbold din Berlin i-a conferit titlul
de doctor honoris causa.

Notad. Concursul "Al Myller" se adreseazi elevilor din clasele VII - XII care au obtinut
premii gt mentiuni la fazele superioare ale olimpiadelor scolare din anul in curs sau cel
anterior. Prima editie a acestui concurs a fost sprijinitd de citre Univ. "Al I Cuza" si
Filiala din Iagi a SSMR. Sarcina organizarii si desfisurarii acesteia au avut-o I. S. J. lagi si
urm#toarele licee: Colegiul National si Liceul de Informatica "Gr. Moisil". Aceastd editie a
Concursului "Al Myller" a fost un succes deplin sub aspect calitativ si organizatoric.

Clasa a VlI-a
1. Determinati numerele intregi a, b, ¢, d care verifici relatiile a® +b? = 2 (c + d)
sic2+d?>=2(a+b).

Gheorghe Iurea, Iasi

2. Fie ABCD un p#trat fix si punctele variabile M € (BC), N € (CD) astfel
incat M N = BM + DN. Demonstrati cd misura unghiului £ NAM este constanti.
Gheorghe Iurea, Iasi

3. Se considerd un triunghi ABC, un punct M € (AC) si punctul N € BC astfel
incat MN 1 BC. Perpendiculara din C pe AN si perpendiculara dusd in B pe BC
se intersecteazd in P, iar dreptele M P si AN se intersecteazd in (). Demonstrati ci

AP 1 CQ daci si i daci AB 1 AC.
@ dacd s numai daci Petru Raducanu, Iasi

4. Fie a, b, ¢ numere reale astfel incat 0 < a < 1,0<b<1,0<c< 1si
ab + bc + ca = 1. Demonstrati ci a® + b2 + ¢ < 2.
Mircea Becheanu, Bucuresti

Clasa a VIII-a

1. Determinati numerele z, y, z care verificd relatiile x+y > 22 si 22 4+y?—22% = 8.
Adrian Zanoschi, Iasi

2. Un tetraedru regulat cu muchiile de lungime 1 se proiecteazd pe un plan.

Demonstrati c& aria figurii obtinute este cel mult 1/2. . % %
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3. Fie tetraedrul ABCD in care AB=CD =a, AC=BD =b, AD=BC =csi
G4, Gp, Go, Gp centrele de greutate ale fetelor BCD, ACD, ABD respectiv ABC.
Determinati lungimea minim& a unui drum care este situat pe fetele tetraedrului si
trece prin G 4, G, G¢, Gp.

* ok k

4. Fie n > 3 un numair intreg. Demonstrati cd este posibil ca, elimindnd cel mult
dou# dintre elementele multimii {1,2,...,n}, si obtinem o multime care are suma

elementelor patrat perfect.
Mihai Baluna, Bucuresti

Clasa a IX-a

1. Fie ABCD un patrulater convex si O un punct in interiorul acestuia.
Notidm cu a, b, ¢, d, e, f respectiv ariile triunghiurilor formate de O cu
AB, BC, CD, DA, AC si BD. Si se arate ci |ac — bd| = ef.

Alexandru Myller

2. a) Aritati cil existd functii f: R — R, f () = ax® +bx +c, a # 0, astfel incat
f(f(k) =k Vke{1,2,3}.

b) Aritati cd, dacd f este o functie ca la a), atunci numerele a, b, ¢ nu sunt toate
intregi.

Gheorghe Iurea, Iasi

1 1 1
3. Fie a, b, ¢ numere reale pozitive astfel incat — + — + — = 1. S4 se arate ci
ab  bc  ca
3 <ab—1+bc—l+ca—1 <9
2 - ab+1 bect+1l ca+l '

Mircea Becheanu, Bucuresti

4. Fie S = {(z,y) €R* |2,y > 0} primul cadran i T : S — S, T (z,y) =

11
= |-, —) o transformare a lui S. Numim "S - dreaptd" intersectia dintre S si o

Ty
dreaptd din plan.

a) Ar#tati cd orice S - dreaptd fixd a lui T contine punctele fixe ale lui 7.
b) Determinati S - dreptele fixe ale lui T
(M C S se numesgte submultime fix# a lui T dacd T (M) = M).
Gabriel Popa, Iasi

Clasa a X-a

1. Fie A1 Ay ... A, un poligon regulat inscris in cercul C (O, R) si M un punct in
planul acestuia. Si se arate cd nR < MA; + MAs+---+ MA, <n(R+ OM).
Gheorghe Iurea, Iasi

2. Fie polinomul f(X) = X" +2X" ' +3X" 2 ... 4 nX +n+1 s
2 5 S& se arate c& f(e) - f (e2) -...- f (") = (n+2)".

Mihai Piticari, C-lung Moldovenesc

3. Fie ABC si ADE doud triunghiuri dreptunghice cu m (£B) = m (£D) = 90°

si AB = AD. Fie F proiectia lui B pe AC' si G proiectia lui D pe AE. S& se arate c&

punctele B, F', E sunt coliniare daci si numai daci punctele D, G, C sunt coliniare.
* % *

. T s T
= cos 7sin
+ 2 n +
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4. La un concurs se dau cinci probe, cu rezultatul admis - respins. Care este
numérul minim de participanti la concurs pentru care, orice rezultate ar obtine aces-
tia, si existe doi concurenti A si B astfel incat A si fie admis la toate probele la care
a fost admis si B?

* % %

Clasa a XI-a

1. Considerdm A, = {A € Ms (R) | A" =2003"A}, unde n este un numér
natural nenul fixat.

a) Arstati c8 A, contine o infinitate de elemente.

b) Determinati Az N Aspos.

Gheorghe Iurea, Iasi

2. Fie A, B € M3 (R) doud matrice cu proprietatea ci, oricare ar fi o matrice
X € M3 (R) pentru care AX = O3 1, avem ¢ BX = O3 1. S# se arate cd existd o

matrice C' € M3 (R) astfel incat B = CA. . .
Mircea Becheanu, Bucuresti

3. S& se arate c& pentru orice numér natural n > 0 existd numerele rationale
strict pozitive ag < a; < --- < a,, cu urmatoarele proprietati:

ag a1 an 1

TR TR Tk
3

b) ag + a1 + +an<2—n.

Dorin Andrica, Cluj - Napoca
4. S& se determine functiile derivabile f : [0,00) — R cu proprietdtile:
a) f(0) =0.

0 1@ =37 (5) 37 (5) v e oo

Mihai Piticari, C-lung Moldovenesc
Clasa a XII-a

1. Fie f gi g doudd polinoame cu coeficienti rationali, ireductibile in Q[X] si
a, B € C astfel incat f(a) =g (8) =0. S& se arate ci, daci a+ [ € Q, atunci f si g
au acelasi grad.

Bogdan Enescu, Buzau

2m
2. S4 se calculeze / cost cos? (2t) cos® (3t) . .. cos?°"? (2002¢) dt.
0
Dorin Andrica, Cluj - Napoca

3. Fie (A, +,-) un inel necomutativ, unitar gi a,b,c € A astfel incat ab+ ¢ = 1.
Dacd existd « € A astfel incit a + cx este inversabil, atunci existd y € A astfel incat

b 4 yc este inversabil. . . . .
Andrei Nedelcu si Lucian Ladunca, Iasi

tsing

4. a) Si se arate cid existd flim — dx si aceasta este finitd, unde n € N~
[ — 00 1 xT
fixat.

tsing

b) Dacd se noteazi cu [, = lim dx, si se calculeze lim [,,.
t—oo [; ™ n— o0

Mihai Piticari, C-lung Moldovenesc
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Concursul ”Florica T. Campan”, editia a I1I-a!
Faza judeteana, 1 martie 2003
Clasa a I'V-a

1. Care este cel mai mare numér care impértit la 10 d& catul 97

2. Si se ordoneze numerele din sirul urmétor in ordinea crescitoare a sumei

cifrelor lor: 132, 456, 199, 897, 1124,9191.

3. Cate triunghiuri sunt in figura?

4. Si se taie 7 cifre din girul 123123123123, astfel incAt numdarul rdmas si fie cel
mai mare posibil. Care este numarul?

5. Pe o farfurie sunt 19 fructe: prune, caise, piersici. Numaérul piersicilor este de
9 ori mai mare decat cel al prunelor. Céate caise sunt?

6. O coloan& de militari, lung# de 100 metri, trece pe un pod lung de 100 metri
cu viteza de 100 metri pe minut. Cat timp dureazi pani ce coloana parcurge podul?

7. Cand tu veneai pe lume, eu aveam cu 1 an mai mult decat de 4 ori varsta ta

de acum. Ag putea si ajung la 99 ani daci voil mai trdi cu 2 ani mai mult decat ai
trait tu pand acum. CAti ani am eu acum?

Clasa a V-a

1. Suma cifrelor unui numar natural este 23, iar catul impéartirii sale prin 9 este
96. S& se afle numadrul.

2. In cate zerouri se termind numérul
s61 612 123 34 2345

gttt et g g

Monica Nedelcu

3456 4
N=1* .23

3. Numerele 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 sunt agezate intr-un tablou triunghiular astfel

d e f g

Dac& suma numerelor de pe fiecare laturd a triunghiului este 20, si se arate ci
numdrul 5 este unul dintre varfuri.

Andrei Nedelcu

4. Un colier este format din bile pe care sunt inscrise numere naturale nenule
astfel incat pe bilele vecine uneia este inscris un divizor sau multiplu al num&rului
inscris pe acea bild, fird ca un acelagi numér si apard pe mai multe bile. Care este

1 Not#. Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 1.5 ore - cl. IV si 2 ore - cl. V-VIIL

36



cel mai lung colier care poate fi format cu numerele naturale mai mici sau egale cu
1007 Descrieti toate solutiile cu numér maxim de bile!
Mihaela Cianga

Clasa a VI-a
1. Fie S =2+224+ 234 2%+ ... +22003 Calculati S + 2.
2. Determinati toate numerele de forma abed stiind c#
a+b+c bt+c+d c+d+a
5 2 3

3. In jurul unui punct O consideram unghiurile cu méasurile din figurd. Daca
x = 9°, calculati n°.

4. Intr-un triunghi laturile sunt numere naturale pare. O laturd este egald cu 2.
Aratati cd triunghiul este isoscel.

Clasa a VII-a

1. Fiecare celuld a unui tabel 2003 x 2003 este colorati la intAmplare cu una din
2002 culori. La un pas se permite recolorarea cu o aceeasi culoare a unei linii sau
a unei coloane, dacd pe aceastd linie (coloand) se afli micar doud celule de aceastd
culoare. Prezentati un algoritm cu un numar minim de pagi care permite ca orice
tabel sa devind monocolor.

2. Fie r1, 7o, 73, ... , T9gp3 O rearanjare a numerelor intregi 1,2,3,...,2003. S& se
demonstreze ci produsul P = (r; — 1) (r2 — 2) ... (12003 — 2003) este numir par.

3. Fie AABC si M € (BC). Notadm cu M’', C', A’, B’ simetricele punctelor A,
M’ C', A respectiv fatd de M, C, A, B. Si se arate cd punctele M’ si B’ coincid
dac# si numai dacd M este mijlocul lui (BC).

Gabriel Popa

4. Se considerd AABC cu m(;{) = 80°, m(é’) = 60° si AC = 1. S4 se demon-
streze cd BC este medie proportionald (geometricd) intre AC ¢i (AB 4+ 1).

Clasa a VIII-a

1. Fie n € N*. S4 se giseascd partea intreag# a numérului vn?2 + 3n.

2. Fie A = {1,2,3,...,2003} si fie f : A — A o functie liniard neconstanti.
Aritati cd f (1002) = 1002.

Gheorghe Iurea

3. Doud furnici merg cu vitezd constantd pe paralelipipedul dreptunghic
ABCDA'B'C'D’, cu AB = 10 cm, BC = 15 cm, AA’ = 12 cm. Prima furnicd
pleacd din A si ajunge in A’ traversind, in ordine, muchiile [BB'], [CC'] si [DD’]
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(pe drumul cel mai scurt). A doua furnici pleacd din B’ si ajunge in B traversand,
in ordine, muchiile [CC], [DD'] si [AA’] (pe drumul cel mai scurt). Cunoscand ci
furnicile pornesc in acelasi timp si c# ele se intalnesc, aflati raportul vitezelor lor.

4. Fie o masid de biliard dreptunghiulard ABCD la care s-au ales drept axe de
coordonate laturile AB si AD (AB e axa absciselor). Se dau 2 bile situate in punctele
M (5,6) si N (1,2). Bila din M pleaci liniar citre AB astfel incat si loveascd bila
din N. S& se giseascd punctul in care bila loveste latura AB.

Faza interjudeteana, 24 mai 2003
Clasa a IV-a
1. Pe fiecare dintre cele cinci cirti, numérul de jos este intr-o aceeasi legitura
ascunsd cu numéirul de sus. Care este al doilea numér scris pe a cincea carte?

93 84 55 62 51
3 2 1 3

2. Un elev trebuie si invete pentru a doua zi la istorie, matematica si englezs. In
cate moduri isi poate stabili ordinea disciplinelor la care invati? Precizati-le!

3. Dac& un pahar gi o sticld cantdresc cat o cand, sticla respectivd cantéreste
cat paharul si o farfurie, iar dou& céni cantdresc cat trei farfurii, atunci cate pahare
cantdresc cat o sticld?

4. Am vizitat griddina zoologicd. Am vizut ursii, leii, lupii si maimutele, dar nu
in aceastd ordine. In prima cuscd animalele dormeau si erau ursi sau maimute. In a
doua cuscd nu erau lupi si nici lei. In a treia cugci animalele se uitau in altd parte,
nu la mine. In a patra cusc# nu erau maimute si nici ursi. Maimutele nu dormeau.
Lupii se uitau la mine. In ce ordine am vizitat animalele?

Clasa a V-a
1. Determinati cel mai mic numaér scris in baza 10 numai cu cifrele 0 si 1, divizibil
cu 225.

2. Ardtati c& numerele 1,2,3...,16 nu pot fi aranjate pe o circumferints astfel
incat suma oricdror dous numere vecine si fie patrat perfect. Este posibild o astfel
de aranjare pe o linie? Justificati.

3. Fie fractia %

a) Justificati cd fractia este zecimald finit4;

b) Care sunt ultimele doud zecimale nenule? Dar ultimele trei?

4. Un grup de prieteni hotérdsc si facid o céldtorie la Viena. Fiecare dintre
ei prezintd la vami acelasi numir de bancnote, unele de 100 €, altele de 100 $.
Organizatorul grupului detine un sfert din bancnotele de 100 € si o sesime din cele
de 100 $. Cate persoane sunt in grup si care e minimul num#rului total de bancnote,
stiind c4& fiecare trebuie s& aibd cel putin 5 astfel de bancnote?

Mihaela Cianga

Clasa a VI-a

1. Pe sase recipiente avem scrise capacitdtile lor: 8 1, 13 1, 151, 171, 19 1 i
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respectiv 31 1. Recipientele sunt umplute cu ulei sau otet. Un client cumpéra de
840000 lei otet si tot de 840000 lei ulei, golind cinci din cele gase recipiente si lasand
unul singur neatins. Care recipient a fost neatins? Care este pretul unui litru de ulei,
stiind c& pretul uleiului este de doud ori mai mare decat pretul otetului?
Nicu Miron
2. Fie numerele naturale nenule a7 < as < a3z < a4 < a5 < ag. Spunem ci
multimea {aq, as, ..., ag} are proprietatea P dacd Vk € {3,4, 5,6}, 3i, j €{1,2,3,4, 5,6},
i # j astfel incat ar = a; + a;. Si se afle cAte multimi cu proprietatea P sunt de
forma {1,2,a,b,c,d}.
Petru Asaftei
3. Se considerd triunghiul ABC dreptunghic in A. Dacd AB = 2AC, aritati cd
mésura unghiului C' este mai micd decat 67°30'.
Petru Asaftei
4. Sase drepte se afli in acelagi plan. Ardtati ci cel putin doud dintre aceste
drepte fac intre ele un unghi cu méasura mai micg decat 31°.

Clasa a VII-a

1. Si se rezolve ecuatia

1 7

1
+ = —.
Va4 VaZ+11 12
2. Si se arate ci toate dreptele care impart un dreptunghi in doud péarti de arii
egale sunt concurente.

3. Un cerc este impartit in n parti egale. Plecand din fiecare punct de diviziune,
se numdrd m puncte consecutive gi se unegte punctul initial cu cel obtinut (punctele
unite nu sunt diametral opuse). S& se demonstreze ci nu existd trei drepte care si
fie concurente in interiorul cercului.

4. Alice si Bob au un sicule cu 2003 bile. Alice scoate intre una si trei bile din
séculet dupé care Bob are dreptul s& scoaté si el intre una si trei bile. Procedeul se
repetd pand la extragerea tuturor bilelor din siiculet. Arstati cd Alice poate proceda
in aga fel incat si extragd ea ultima bild, indiferent de felul in care actioneazi Bob.

Clasa a VIII-a

1. a) Demonstrati c& (n+3)> — (n+2)> — (n+1)* +n2 =4, Vn e N.

b) Aritati cd putem alege semnele astfel incat Vn € N si aibd loc egalitatea
m+7)°+n+6°+n+5)>+m+40°+m+3°+tn+2>+n+1)>+n2=0.

c) Fie A = {2003,2004, ...,20042}. Aritati ci existd multimile B gi C' disjuncte
astfel incat BUC = A, suma elementelor lui B este egald cu suma elementelor lui C
si suma patratelor elementelor lui B este egald cu suma pétratelor elementelor lui C.

2. La o balant bratele in care se pun greutétile gi marfa trebuie si fie in echilibru.
Un cumpdrator a sesizat faptul c& balanta este defectd, deoarece puniand marfa pe
un taler gi greutdtile pe celalalt taler si apoi invers, balanta nu este in echilibru.
Cumpdratorul, care vrea si achizitioneze 2 kg, a cerut si i se cantireascd 1 kg de
marfd intr-un mod gi 1 kg de marfs in celilalt mod. A iesit in pierdere sau in castig?

3. Folosind doud butoaie cilindrice, unul de 50 1, altul de 60 I si avand oricat de
multd apa la dispozitie, prin mai multe masurdtori si se obtina 55 1 de apa.
Citalin Budeanu
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4. Fie ABCA'B’C’ o prism4 triunghiulard regulatd cu toate muchiile egale.

a) Determinati pozitia punctului M pe segmentul [BB’'] astfel incat Aaanrcr s8
fie minim4.

b) Dacd M este mijlocul segmentului [BB'], s& se determine unghiul dintre planele
(ABC) si (AMC).

Nota de cititor

Multi dintre invatadtorii iegeni au fost probabil contrariati in primele momente, la
fel ca gi mine, cand au aflat de organizarea unui concurs de matematica, la clasele
I-VIII avand pe generic numele "Florica T. Campan".

Dup4d ce surpriza a trecut, curiozitatea si-a ficut loc printre ganduri de tot felul
si m-a indemnat si aflu ce zvacnire de spirit se ascunde in spatele acestui nume, fars
chip incd pentru mine, dar care a determinat o mobilizare considerabild de forte.

Aveam si constat in scurt timp cd bibliotecile aveau suficiente materiale care s
ma ajute sa gasesc raspunsuri convingatoare.

Din paginile cartilor rasfoite sau citite cu aviditate, se contura personalitatea unui
om de culturd, profesor de prestigiu si datdtor "de carti atractive gi lamuritoare”
(D. Branzei) ale geometriei, ale girurilor de numere si ale pdtratelor magice, ale
istoriei matematicii.

Nu mi-am propus in aceastd notd o incursiune in bibliografia acestei Doamne
a matematicii. Au ficut-o altii cu mai multd rdvnid gi pricepere inaintea mea.
M-am gandit doar ci sfarsgitul toamnei poate constitui pentru iegeni (si nu numai)
un prilej de aducere aminte a faptului cd pe 26 noiembrie 1906 la Iagi, pe tdramul
matematicii o "aleasi a Domnului" se ivea s#-gi implineascd harul. Cé&ci pentru
profesor doctor-docent Florica T. CAmpan matematica nu este o simpla stiina.
Ea reprezinti, ca si credinta, o cale prin care poti s fii mai aproape de divinitate.
Randurile mele se doresc a fi mai mult un prilej de a scrie despre ceva drag mie:
redescoperirea prin lecturd a universului matematicii.

Si poate atunci cAnd iarna isi va intra in drepturi, veti gési o clipd de rigaz si cititi
despre "Istoria numdrului ©", despre "Probleme celebre din istoria matematicii”, s&
traiti "Aventura geometriilor neuclidiene”, si aflati cine sunt "Licuricii din addncuri”
si sd simtiti cd "Dumnezeu §i matematica” au aceeasi esentd.

Supletea §i persuasiunea discursului matematic, profunzimea discursului filozofic,
savoarea dialogului te fac si uiti ariditatea "terenului" pe care te afli, iti aduc mate-
matica méacar mai aproape de suflet, daci nu de minte.

Chiar dacd, personal, nu am excelat in domeniu si nici timp s-o fac nu mai am,
m-am aflat prin intermediul d-nei Florica T. CAmpan intr-un dialog cu matematica
dincolo de catalog, dincolo de folosirea ei marunti si lenesa, la interferenta dintre real
si divin.

A venit apoi firesc intrebarea: un invatitor aproape nestiut poate aduce ceva nou
in lumea matematicii? R&spunsul a venit prompt. Da, poate veni cu puterea lui
de patrundere, cu putind lumind in mintea copiilor, iar dacd nu are nimic din toate
acestea, poate veni cu sufletul... Pentru ci ea, MATEMATICA, este pretentioasi:
VREA TOTUL!

inv. Luminita Murariu, Scoala "Elena Cuza", Iasi

40



Concursul "Adolf Haimovici", editia a VII-a!

pentru liceele economice, industriale si agricole

Faza judeteana, 22 februarie 2003
Clasa a IX-a
1. Si se demonstreze ci existd o singurd functie f : R — R, f (z) = az? + bx + ¢,
unde a,b,c € R, a # 0, astfel incat a, A, P gi S si fie numere intregi consecutive in
aceastd ordine.

2. Si se arate cd dacd a,b,c € [0,400) gi a + b+ ¢ = 1, atunci

abc(a+b)(b+c)(c+a) < %9

3. S4 se scrie ecuatiile laturilor unui triunghi ABC daci se cunosc A (1,3) si
ecuatiile a doud mediane: x —2y+1=0giy—1=0.

Clasa a X-a

1. a) Se considersd numerele reale strict pozitive ai, as, as cu produsul p = ajagas
diferit de 1. Dacd m = log, a1, n = log,, az, s se exprime in functie de m si n numarul
log, ag, unde ¢ € R.

b) Dacd m = logy, 2, n = log,, 5, calculati logy, 49.

¢) Rezolvati ecuatia 31°1 —2(3% — 1| = 3% 4 2.

1 1 1

— < < =, a€ (0,00).
(a+1) a a+1 a2

! + ! + = <1072
1012 1022 20022 20032 '
3. Fie O mijlocul laturii BC' a triunghiului ABC, M un punct pe perpendiculara
in O pe planul (ABC). Fie D proiectia pe BC a lui A, E proiectia pe M B a lui A,

1
F proiectia pe MC a lui A. Ardtati cd dacd MO = §BC, atunci (ADE) L (ADF).

Clasa a XI-a

2. a) Aridtati ci

b) Demonstrati c NS

11 1 1
o . r a b ¢ . .
I. 1. S& se rezolve ecuatia in x: 2 a2 2T 0, unde a, b, ¢ € C. Discutie.
2 a® v B
2 x 3
2. Valorile parametrului real a pentru care matricea A = [z -1 x

3 z4+2 a+3
este inversabild pentru orice x € R sunt:

a) (%2) b) (—oo,%)U(Q,oo); ¢) (o0, 1)U (2,00): d) 0; ¢) R.

n 1
II. 1. S& se studieze convergenta sirului a,, = [] (1 — —>7 n>1.
k=1
1—cosz-cos2x-...-cosnze

2. Fie a,, = 3
x

I Not#. Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 2 ore.

41



a) S# se determine lim a;.
x—0
N 5 1 — cosnx
b) S& se demonstreze c§ a,, = a,_1 cosnx + —
T
¢) S4 se calculeze lim ay,.
x—0

(ere””)l/x,:E#O
1, z=0

2. Valorile a,b,c € R asa incat lim z (ax —Vex? + bx — 2) = 1 sunt:

a)a=c=1,b=0; b)a=0,b=1,¢<0; ¢)a>0,¢<0,b=0; d)
e)a=b=c=0.
Clasa a XII-a

I. Fie multimea A = (0,00) — {1}, a € A, @ € R*. Definim pe A legea de
compozitie T *y = %182 ¥, Notdm cu G, = (A, *). Demonstrati ci G, , este grup
abelian.

III. 1. Studiati continuitatea functiei f (z) = { in zg = 0.

1 2
et € R, atunci |z| = 1.
1—2z+422

III. 1. S& se determine k € R astfel incat functia f: R — R,

I1. Aritati cd dacd z € C\ R si

In(z2+1),z>0 e . . .
f(z)= { 26> 4+ k. w <0 s# admitd primitive si si se giiseascd o primitiva a sa.
T .. z? +1

2. Determinati primitivele functiei f : D — R, f(z) = unde

x? — 222 cos2a + 1’
« este oarecare din intervalul (0,7/4), iar D C R.

Faza interjudeteana, Iasi, 9 - 11 mai, 2003
Clasa a IX-a

1. Si se determine m € R astfel incat —7 <

2>+ (m+1)z—5
22—z +1
2. Fie a € R fixat. S& se rezolve ecuatia ¢/z + Va® — z = a.

<3, zeR.

1
3. a) S& se demonstreze identitatea sin 10° - cos 20° - cos 40° = 3

DM
b) Se di paralelogramul ABCD. Fie M € [DC] astfel incat D = ksiN € [AM]
astfel incat M N = k’m S4 se arate c& D — N — B coliniare.

Clasa a X-a
1. Fie (ay),~, 0 progresie aritmeticd. Dacd 3a} + a2 46 (a4 + ag + 2) = 0, aflati:
a) aj, r; b) ag, Ss.
2. Fie numerele a,b, c € (1,2]. S& se demonstreze egalitatea:
log, (3b —2) + log, (3¢ — 2) + log,. (3a — 2) > 6.

3. a) Dacd a,b € R*, in dezvoltarea (a + b)" nu existd trei termeni consecutivi
egali;

b) S se arate ci partea intreagd a numdrului (3 +2v/2)" este un numir natural
impar, Vn € N*.
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Clasa a XI-a

1. Fie a,b € R distincte si f: R = R, f(z) = {/(z —a)® (z — b).

a) Si se determine multimea A = {x € R | f are derivatd in z};

b) Si se arate cd functia f are doud puncte de extrem local 1, zo, iar daci a < b
atunci 1,22 € [a,b).

1P 4 2P\ /20 4 3P /31 + - .. + P {/n!

2. S4 se calculeze lim

n—oo np+2
a 0o ... 0 b
0 0O ... 0 0
3. Fiede M,(R), A=|... ... ... ... ...],0<a®>+b> <1 Sise
0 0O ... 0 0
b 0 ... 0 a

arate cd A™ # O, Ym € N*, dar lim A™ = O,.

Clasa a XII-a
1. Fie G = R \ {1} si operatia z *y = 218 Yo,y € G, a>0,a# 1. Sise
arate ci (G, *) este grup abelian si (G, *) = (R*, *).

2. S4 se calculeze L
3sinx +4cosx

3. FieG = {a—|—b\/5|a,beZ, a? —5b? = 1}.
a) S# se arate ci (G, *) este grup abelian;
b) S& se arate ci G are cel putin 2003 elemente.

Recreatii ... matematice

Solutiile problemelor enuntate la pagina 18.

1. Cei patru oameni procedeazi astfel:
— a si b trec podul (2 minute);
— a se intoarce (1 minut);
— ¢ si d trec podul (10 minute);
— b se intoarce (2 minute);
— a si b trec podul (2 minute).
In acea noapte, dupd 17 minute, a, b, ¢ si d trec astfel podul.

2. Modificarea necesard se vede pe figuré.

43



Concursul “Traian Lalescu”, editia a I'V-a!
mai 2003, Iasi

1. SH se calculeze: 1 — (6 + 12 : 3) : 10.

2. Suma a doud numere este 60. Dacd unul dintre ele este de 3 ori mai mare
decat celilalt, si se afle diferenta lor.

3. Si se afle x din egalitatea: 33 +3-[(3+99: ) -9 — 33] = 96.

4. S& se afle restul impéartiri numé&rului ¢ = 1903 + 1904 4+ 1905 + ... + 2103 la
2003.

5. Si se calculeze: (900 —1—2—...—40)-80 — 80 - 80.

6. Si se determine numerele naturale nenule a, b, ¢ stiind ci: a-[7 +4 - (3b+ 2¢)] =
= 35.

7. S& se determine cate numere de trei cifre abc au proprietatea: abc = cbha.

8. Elevii unei clase, in numér de 30, au participat la un concurs de rezolvat
probleme. Stiind c& 25 elevi au rezolvat bine prima problem&, 24 pe a doua, 23 pe a
treia si 22 pe a patra, sd se determine numé&rul minim de elevi care au rezolvat bine
toate problemele.

9. Intr-o sali de spectacole scaunele sunt agezate cate 25 pe rand. Daci Ioana
ocupd locul 630 pe randul din mijloc, ce loc ocupa Cristina, care este pe ultimul rand
in dreptul Ioanei?

10. Ana i Maria au impreund 63 de ani. Ana are in prezent de doud ori mai multi
ani decat a avut Maria atunci cand Ana avea cat are Maria acum. Si se determine
ce varstd are acum Ana gi ce varstid are Maria.

11. Intr-o clasd fiecare biiat este prieten cu trei fete si fiecare fatd este prietens
cu doi baieti. Daci in clasd sunt 19 bénci (de cate doud locuri) si 31 de elevi sunt
pasionati de matematicé, cati elevi sunt in clasi?

12. Elevii prezenti la Concursul de matematicd "Traian Lalescu" au fost repar-
tizati in mod egal in 18 sili de clas&, astfel incat in fiecare sald numé&rul elevilor si
fie mai mare decat 11 si mai mic decat 17. Dacd numaérul baietilor este de patru ori
mai mic decat numdrul fetelor, si se afle numarul concurentilor.

13. In pitratul aliturat suma numerelor de pe fiecare linie,

. . . . b | 8
de pe fiecare coloani gi de pe fiecare din cele doud diagonale este a
aceeasi. Si se determine numerele a, b, c, d, e. 51c|d
22 e | 12
14. Fiecare numdr inscris intr-un pdtrat din figura aldturatd
este egal cu suma numerelor din patratele pe care se sprijind. S&

se determine numerele a, b, c. nu

1 Not#. Fiecare subiect va fi notat cu cinci puncte. Timp de lucru: 2 ore.
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Olimpiada de matematica — cl. a V-a si a VI-a
Etapa judeteana, 10 mai 2003

Noté. Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 2 ore.

Clasa a V-a
I. 1. Suma a k numere naturale consecutive poate fi o putere a lui 2 (k > 1)?
2. Si se giiseacd restul impartirii numarului n = 1000109 Ia 27.
Aurel Benza
II. 1. Determinati cel mai mic numir k& € N* astfel incat 9° divide 999...9 .
N——
k cifre
Petru Asaftei
2. Avem la dispozitie un numér nelimitat de jetoane pe care sunt scrise
numerele naturale 5, 7 sau 11. Spunem c& "am obtinut numérul n" daci putem gisi
jetoane cu suma numerelor de pe ele egald cu n. Aritati cd 13 este cel mai mare

numér care nu poate fi obtinut.
Valerica Benta

ITI. La un stadion cu capacitatea de 10000 locuri, vin spectatorii. In primul
minut vine un spectator, in al doilea minut vin trei spectatori, in al treilea minut vin
cinci spectatori gi aga mai departe. S& se afle dupa cate minute se umple stadionul.

Clasa a VI-a

I. Ardtati cd dacd z +y, y + 2z, z + = sunt direct propertionale cu numerele a + 1,

2
a+2§ia+3,a€N*,atunci£+i§4§.
x

I1. Fie ai1,a9,a3,b1,b2,b3,c1,c0,c3 € Z*. Demonstrati cd numerele: aqbscs,
asbscy, agbica, —ai1bzco, —asbics, —azbscy nu pot fi simultan pozitive.

III. 1. In triunghiul ABC, bisectoarea unghiului B intersecteaz iniltimea AM,
M € (BC), in punctul O. Construim OP | AB, P € (AB).

a) Dacd P este mijlocul lui [AB], demonstrati cd mésura unghiului ZBAM este
30°.

b) Daci O este centrul de greutate al triunghiului, aritati ci triunghiul ABC' este

echilateral.
Marius Farcasg

2. Se considerd triunghiul ABC si punctele M € (AB), N € (AC) astfel incat
[BM] = [AN]. S4 se calculeze mésura unghiului CPN, unde BN N CM = {P}.

ERRATA
1. In finalul solutiei problemei XII.26 (RecMat 1/2003, p.64) au fost omise
randurile: "... in cazul A= R. Dacd A = Q, atunci (M, ) = (Q,+), tnsd grupurile

(Q,+) i (Q7%,-) nu sunt izomorfe. In sfarsit (Z7.,-) nu este grup.".

2. In enuntul problemei V.40 (RecMat 1/2003, p.80) in loc de "2n + 3 sub-
mulfimi" se va citi "dn + 3 submultimi".
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Olimpiada Balcanica de Matematica pentru Juniori
Editia a VII-a, Izmir (Turcia), 20 - 25 iunie 2003
A. Problemele de concurs - enunturi si solutii
1. Fie n € N*. Numirul A este format din 2n cifre de 4, iar numéirul B este

format din n cifre de 8. S& se arate cd A + 2B + 4 este pitrat perfect.
S. Grkovska, Macedonia

2. Fie n puncte in plan, oricare trei necoliniare, cu propietatea (P): oricum
am numerota aceste puncte Ay, Ao, ..., A,, linia frantd A1As ... A, nu se autoin-

tersecteazd. Gasiti valoarea maximi a lui n.
D. Serbanescu, Romaénia

3. Pe cercul circumscris AABC, arcele AAB, BAC'7 5A se considerd astfel incat
C¢AB, A¢ BC, B¢CAgyifie F, D, respectiv E mijloacele acestor arce. Notdm cu
G, H punctele de intersectie ale lui DE cu CB, respectiv CA si cu I, J punctele de
intersectie ale lui DF cu BC, respectiv BA. Fie M, N mijloacele lui [GH], respectiv
[1J].

a) Gasiti unghiurile ADMN functie de unghiurile AABC.

b) Dacil O este centrul cercului circumscris ADMN si {P} = AD N EF, ar#itati
cd O, P, M si N sunt conciclice.

Ch. Lozanov, Bulgaria
2 2 2
1+= 1+y 1+2 > 9

1+y+22 142422 14+zx4y?
L. Panaitopol, Roméania

4. Fie z,y,z € (—1,00). S4 se arate ci

1. Solutia redactiei. Se constatd ugor c&

A+2B+4=4-T1...1+16-11...1+4=4 102n_1+16 =1,
— — 5 5 -
2n n
41027 + 16 - 10" + 1 2.10" +4\?
= 0 +96 O+ 6:( 03+ ) =166...68°.

n

2. Existd multimi de 4 puncte cu proprietatea (P), de exemplu multimea var-
furilor unui patrulater concav. Vom ardta ci nu existd multimi cu n > 5 puncte
satisfdcand (P). S& observam cid dac# printre cele n puncte existd patru A, B, C,
D astfel ca ABCD s4 fie patrulater convex, cu renotarea A; = A, Ao =C, A3 = B,
Ay = D am avea [A; Ao] N [A3A4] # 0, deci (P) nu ar avea loc. Ardtdm cd pentru
n > 5, putem selecta 4 puncte care si fie varfurile unui patrulater convex. Lu&m
arbitrar 5 puncte din multime si considerdm inchiderea lor convexd. Daci aceasta nu
este triunghi, problema este rezolvatd. Dac# este triunghi, dreapta determinatd de
cele doud puncte din interiorul lui taie exact doud laturi ale triunghiului; fie A varful
comun al acestor doud laturi. Cele patru puncte rdmase determind un patrulater
convex, ceea ce incheie solutia.

8. a) Notim m(4) = m(BD) = m(DC) = a m(B) = nf(AﬁE) = m(EC) = B,
m(C) = m(AF) = m(FB) = v. Atuncim(D) = 3 B+ = B (180° — ) = 900—%.

Analog, m(D/E\F) =90° — g, iar m(D/F\E) =90° — % Pe de altd parte, m(ﬁ{\A) =
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= 5 [m(AB) + m(cD)] = 5 [m(CE) + m(BD)| =

= m(@L deci CHG = CGH, adics ACGH este
isoscel. Cum C'F este bisectoare, ea va fi mediand si
in#ltime, prin urmare M € CF si m(ﬂI\F) = 90°.
Analog se aratd ci m(F/N\E) = 90°, deci patrulaterul
EMNF este inscriptibil gi atunci m(D/]\/ITV ) =
= m(D/E\F) =90° — g, iar m(D/]W\N) = m(D/ﬁ) =

90° — L

5

b) Fie {K} = ABNEF, {L} = ACNEF; cala punctul a) se aratd ci AP 1 KL,
m(FPN) = m(EPM) = 90° — % insd m(AKP) = m(ALP) = 90° — % deci
AB | PN i AC || PM, de unde m(MPN) = m(BAC) = a.. Avem ci ADMN este
ascutitunghic (i. e. O este punct interior lui), iar m(MDN) = 90° — % si atunci
m(ﬁO\N) = 180° — . Urmeaza cd m(]\TOTV) + m(]\TPTV) = 180°, adici punctele
O, P, M, N sunt conciclice.

2 1 2
Y (cu egalitate pentru y = 1), avem ci % =
y+z

4. Deoarece y <
2(1+2?)

2(1+22)+ (1+y?)
=1+192, ¢c=1+ 22, inegalitatea de demonstrat devine

v

. Scriind analoagele si adunandu-le, cu notatiile a = 1 + 22,

S

a b c
>1, Va,b,c>0.
20—|—b+2a—|—c+21)—|—a_ @0, ¢ (+)

Pentru a demonstra (x), folosind Cauchy-Schwarz si binecunoscuta a? + b2 +c? >
> ab+ bc + ac, avem

o b L_C - a? N b? n c? (a+b+c)?
2c+b 2a+c 2b+a 2acHab  2ab+bc  2bc+ac ~ 3(ab+be+ac) —
cu egalitate dacd si numai daci a = b = c¢. Egalitatea in inegalitatea initialad se atinge
pentrux =y =2z = 1.

Altfel, (x) se poate demonstra renotdnd numitorii A = 2¢ + b, B = 2a + ¢,
C = 2b+ a; dup4 calcule, se obtine

g+é+§+4<§+g+é>215, A, B,C>0.

Y

A B C A B C

C A B C A B
Este ins# clar céz+§+6231312~§-6:3§i analoaga.

B. Probleme aflate in atentia juriului - enunturi

a b c . a ¢ b
T+ —larg=—+o+
c a c

1. Fie a, b, ¢ lungimile laturilor unui triunghi, p = 5 PR
a

S4 se arate cd |p — q| < 1.

5
2. Fiea,b,c€R cua?+b*>+c? = 1. Si se arate ci ab+bc+ca—2(a +b+c) > —3
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. 1 1 1 e . . =3

3. Fie a,b,c € Q cu PR + b ot Aritati cd ”ch—l € Q.

4. Fie a,b,c € N lungimile laturilor unui triunghi neisoscel. Demonstrati cd
’ab2 + b2 + ca? — a?b — b%a — 02a| > 2.

5. Fie a,b,c € (0,00) cu ab+ bc+ ca = 3. Aritati cd a+ b+ ¢ > abe+ 2.

6. Demonstrati cii existd multimi disjuncte A = {z,y,z} si B = {m,n,p} de
numere naturale mai mari ca 2003 astfel incat  +y+2z = m+n-+psi 22 +y2+22 =
=m?+n’ +p°.

7. Numerele 1,2, 3,...,2003 sunt renotate ai,az,as, ..., a3 Definim by = aq,
bo = 2as, bg = 3as, ..., bagoz = 2003a20p3 si fie B cel mai mare dintre by, k = 1, 2003.
a) Dacd a; = 2003, ag = 2002, ..., aggoz = 1, gisiti valoarea lui B.

b) Demonstrati ci B > 10022

8. Fie M = {1,2,3,4}. Fiecare punct al planului este colorat in rogu sau albastru.
Ardtati cal existd cel putin un triunghi echilateral de laturd m € M cu varfurile de
aceeasi culoare.

9. Existd un patrulater convex pe care diagonalele si-1 imparta in patru triun-
ghiuri cu ariile numere prime distincte?

10. Existd un triunghi cu aria 12 cm? si perimetrul 12 cm?

11. Fie G centrul de greutate al AABC, iar A’ simetricul lui A fatd de C. S& se
arate cd G, B, C, A’ sunt conciclice daci si numai dacd GA L GC.

12. Trei cercuri egale au in comun un punct M si se intersecteazd cate doud in
A, B, C. Demonstrati cd M este ortocentrul AABC'!.

13. Fie AABC cu AB = AC. Un semicerc de diametru [EF], cu E, F € [BC],
este tangent laturilor AB gi AC in M, respectiv N, iar AF retaie semicercul in P.
Demonstrati c& dreapta PF' trece prin mijlocul coardei [M N].

14. Paralelele la laturile unui triunghi duse printr-un punct

interior impart interiorul triunghiului in 6 parti cu ariile notate ¢ b
a b ¢ _ 3
ca in figurd. Demonstrati cd — + =+ — > —.
g fich Z+gts >3 /[)’/a y

Echipa Roméniei a fost condusd de prof. Dan Branzei, asistat de prof. Dinu
Serbidnescu. In clasamentul neoficial pe natiuni, Roménia a ocupat primul loc cu
205 puncte din 240 posibile, urmatd de Bulgaria (182 puncte) si Turcia (124 puncte);
in continuare, s-au situat R. Moldova, Serbia, Macedonia, Grecia si Ciprul. Compo-
nentii echipei Roméaniei au obtinut urméitoarele punctaje si medalii (cu mentiunea
¢ primii doi sunt singurii elevi care au realizat punctajul maxim!):

Dragos Michnea (Baia Mare) ~-40p - Aur
Adrian Zahariuc (Baciu) -40p - Aur
Lucian Turea (Bucuresti) -38p —Aur
Cristian T#ldu (Craiova) -37p —Aur
Sebastian Dumitrescu (Bucuresti) —29p — Argint
Beniamin Bogosel (Arad) —21p — Bronz.

1 Identificats drept problema piesei de 5 lei a lui Titeica.
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Un nou concurs international de matematica

In prim#vara anului 2001, Romania a lansat prin "Fundatia pentru Integrare
Europeana Sigma", un nou concurs international de matematici. Competitia inti-
tulatd "MCM - Multiple Choice Contest in Mathematics", este previzuti a se
desfasura pe echipe de céte 4-6 elevi ce apartin la patru categorii de varstd: 11-12 ani,
13-14 ani, 15-16 ani si 17-18 ani. In fiecare echip# pot intra cel mult doud persoane
din aceeasi grupa de varstd si este posibild colaborarea intre membrii ei. Fiecare par-
ticipant primegte cate 20 probleme-grili gradate pe trei nivele de dificultate, timpul
de lucru fiind de 90 minute. Oricare dintre probleme are 5 variante de rdspuns, una
singurd fiind corectd. Un raspuns bun aduce 4 puncte, unul incorect scade 2 puncte,
in timp ce cazurile netratate aduc diminuéri de cate 1 punct. Clasamentul echipei
este dat de media aritmeticd a punctelor obtinute de componentii ei.

Jocul-concurs "MCM™" s-a dorit a fi faza finald internationald a castigitorilor
nationali ai jocului-concurs "Cangurul", adus din Australia in Europa prin inter-
mediul asociatiei pariziene "Kangourou sans Frontiéres" (in Roméania aceastd
competitie s-a introdus incepand cu anul 1994). Competitia a avut loc pe 18 iulie
2001 la Poiana Pinului (Buziu) si au participat urméitoarele tiri: Austria, Belarus,
Bulgaria, Franta, Georgia, Italia, Lituania, R. Moldova, Romdania, Spania, Ucraina
si Ungaria. Pe primele trei locuri s-au situat: 1. Romdnia, 2. Franta, 3. Bulgaria.
Echipa Romaéniei a fost formatd din elevii: Eduard Dogaru (12 ani), Roxana
Leonte (12 ani), Gabriel Kreindler (14 ani), Bogdan Bucsi (16 ani), Tiberiu
Pristavu (16 ani) si Bogdan Stan (18 ani).

Vom prezenta mai jos 12 probleme, cite 3 pentru fiecare categorie de varsta.

Grupa 1 (11-12 ani)
300 315
( B)‘a C)‘a

2. a,b,cc{0,1,...,9} ab+bc+ca="
A)132 B)48 C)72 D)51 E)37

30
1. 17

D)‘E)

Laurentiu Modan

3. n="
>
1 2 3 21 n-2 n-1 n
oifes GEEI BRI B EEE (=== === =]

-
A)28 B)25 ()27 D)29 E)31




Grupa 2 (13-14 ani)

4. 11 xr =7
> A)15 B)20 ()18 D)16 E)25
5.E——1 . 1 !
) 1+v2 V243 V2001 + /2002

A)E<1 B)2001 < E<2002 C)43<E<44 D)33<E <34 E)E > /2002

-— | —

Grupa 3 (15-16 ani)

7. MiAy = M Ay, MyAy = MyAs, M3A; = M3As,

GiMy _ GoMy  GsMs 1 Sgia.es

GV GV GV 42’ SA, A A,
1 1 2
Mg By O3 Dig By
8) (a? — 1) a*+(a® — 3) 2®—(3a® + 1) 22+ (5a? + 3) z—2 (a* — 1) = 0, a € R\ {+£1},
T1=T9g=x3=1. a="
A)a=0 B)ac{+V2} C)acl D)a=2 E)a=1/2
Laurentiu Modan si Dinu Teodorescu

A

~

9. BC =2AB, A :363
A)B=60° B)B= C)§:50° D) B = 90°
E) B = 40°
B C

Grupa 4 (17-18 ani)
10. (3z + 1)3"+2 +x+2=(22+32+3)C(z)+ R(z),neN, 0< grad R(z) < 2
A)R(z)=22-1 B)R(z)=22+3 C)R(z)=0 D)R(z)=1 E)R(z)=1-2z
Traian Lalescu
11. Oy + Cloor +... + O =ar—a,, a; €1{0,...,9},i=1,n.
A)a,=2 B)a,=4 C)a,=8 D)a,=1 E)a,=6

Laurentiu Modan
. / _J 1, z€(0.1) 1 e f(_
12. f:R—R, f (lnx)—{ 2, e [loo) fO)=1,s=f(-1)+ f(1)
A)s<0 B)s=e C)s=2 D)s=e—2 E)s=(e+1)/2
Laurentiu Modan si Dinu Teodorescu
Raspunsuri: 1 A;2A;3C;4A;5C;6B;7A;8C;9A;10C; 11 A; 12 B.

Conf. dr. Laurentiu Modan
Fac. de Cibernetica si Informaticd Ecoomica
A. S. E., Bucuresti
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PROBLEME SI SOLUTII
Solutiile problemelor propuse in nr. 2 / 2002

Clasele primare

P.33. Care este cel mai mare numdr pe care il spunem atunci cind numdrdam
crescator din doi in dot, din trei in trei sau din cinci in cinci, pornind de la 1 i fard
sd depdsim 1007
(Clasa I) Raluca Popa, elevi, Iasi

Solutie. Sunt spuse sirurile de numere (1,3,5,...,97,99), (1,4,7,...,97,100) si
(1,6,11,...,91,96). Numdrul 100 indeplineste cerinta problemei.

P.34. Numarul merelor de pe o farfurie este cu 3 mai mare decdt cel mai mare
numar natural scris cu o cifrd. Numdrul perelor de pe aceeasi farfurie nu depdseste
numdarul merelor, dar este mai mare decdt jumatate din numdrul acestora. Cdte pere
pot fi pe farfurie?

(Clasa I) fnv. Maria Racu, Iasi

Solutie. Numirul merelor este 9 + 3 = 12. Jumdtatea lui 12 este 6. Pe farfurie
pot fi: 7, 8,9, 10, 11 sau 12 pere.

P.35. Care dintre numerele 3132, 8182, 3435, 3932, 2021, 5960 este intrusul?

( Clasa a ll-a) Matei Luca, elev, Iasi

Solutie. Toate numerele, cu exceptia lui 3932, sunt formate cu cifrele a doud
numere consecutive. Intrusul este 3932.

P.36. Cum putem realiza egalitdtile
4 4 4 4=28 gi 4 4 4 4 4 4=28
inserdand intre cifrele 4 de mai sus semnele grafice +, —, X, :, ()¢
( Clasa a ll-a) Alexandru-Gabriel Tudorache, elev, Iasi
Solutie. Pentru prima egalitate avem (4+4) x 4 — 4 = 28. Pentru a doua
egalitate avem (4+4)x4—4:(4:4)=28 sau (4+4)x4—-4+4—-4=28.
P.37. Suma a doud numere naturale este 109. Dacd il dublam pe primul si il
triplam pe al doilea, suma devine 267. Care sunt numerele?

(Clasa a ll-a) inv. Galia Paraschiva, Iasi
Solutie.
a a a
b}”” b b b [

Dublul sumei numerelor a gi b este 109 x 2 = 218. Al doilea numér este 267 —218 = 49
iar primul numar este 109 — 49 = 60.

P.38. Cate inmultiri de tipul abc x 9 = 8dle sunt posibile?
(Clasa a lll-a) L L Sergiu Diaconu, elev, Iasi

Solutie. Avem abc = 8dle : 9 = (8010 + dOe) : 9 = 890 + d0e : 9. Distingem
cazurile: d=1,e=8;d=2,e=7;..;d=8,e=1;d=9, e =0,9; in total, 10
cazuri. Addugand gi cazul d =0, e = 0,9, obtinem 12 inmultiri posibile.

P.39. Scrieti cel mai mic numdr natural de sase cifre care indeplineste, in acelagi
timp, conditiile: a) nu are cifre care se repetd; b) suma cifrelor sale este 30; c) este
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mat mare decdt 900000.

( Clasa a lll-a) inv. Maria Racu, Iasi
Solutie. Cel mai mare numir natural scris cu sase cifre distincte este 987654

care are suma cifrelor 39. Numaérul ciutat este 987510.

P.40. Emilia are de rezolvat un numdr de probleme. A hotdrdt sd rezolve cdte 4
probleme pe zi. Ea lucreazd itnsa mai mult cu 2 probleme pe zi i termind de rezolvat
cu 5 zile mai devreme. Cdte probleme a avut de rezolvat gi in cdte zile le-a terminat?
( Clasa a lll-a) inv. Doinita Spanu, Iasi

Solutie. Emilia rezolvi cate 442 = 6 probleme pe zi. In ultimele 5 zile trebuia s&
rezolve 5 x 4 = 20 probleme. Emilia a terminat de rezolvat problemele in 20 : 2 = 10
zile gi a rezolvat 10 x 6 = 60 probleme.

P.41. §tiind cd data de 1 Decembrie din anul 2001 a fost intr-o zi de sdmbdtd,
sa se afle care va fi urmdtorul an in care ziua de 1 Decembrie se va sarbatori intr-o
zi de duminicd.

(Clasa a IV-a) inv. Rodica Rotaru, Barlad

Solutie. De la 1.12.2001 pand la 30.11.2002 sunt 365 zile. Deoarece 365 =
= Tx5241, ziua de 30.11.2002 este intr-o shmbatd. Ziua de 1.12.2002 se va sdrbatori
intr-o zi de duminica.

P.42. Danild Prepeleac i-a propus dracului sd se intreacd la trantd, dar pentru
a-l pune la incercare i-a spus cd are un unchi, mog Ursild, batran de 999 ant §i 52

o , . , 1
saptamani, st de-l va putea tranti pe ddansul, se vor intrece apoi amdndoi . Dacd 1

din varsta lui mos Ursild depdseste cu 220 ani g din vdrsta nepotului, ce varstd are

Danila?

( Clasa a 1V-a) inv. Valerica Beldiman, Iasi
Solutie. Varsta lui mos Ursild este 999 ani +52 sdptdméani = 1000 ani. O p&trime

din varsta lui mog Ursild este 1000 : 4 = 250 ani. Cinci optimi din varsta nepotului

reprezintd 250 — 220 = 30 ani. VAarsta nepotului este 30 : 5 X 8 = 6 x 8 = 48 ani.

P.43. Primele doudsprezece numere dintr-un sir de numere sunt: 1, 2, 0, 3, 4,
1,5,6,2,7,8,0.

a) Scrieti urmdtoarele 6 numere din gir;

b) Calculati suma primelor 111 numere din gir.

(Clasa a IV-a) Alina Stan, elevd, Iasi

Solutie. a) Observadmcé: (1+2):3 =1 (rest0); (3+4):3=2(rest 1); (5+6):
: 3 =3 (rest 2). Dup# fiecare grupd de dou# numere naturale consecutive a fost pus
restul impértirii sumei lor la 3. Urma&toarele sase numere sunt: 9,10,1,11,12, 2.

b) Avem 111 : 3 = 37 grupe de céte trei numere in care intrd primele 74 numere
naturale cu suma S; = (1+74) x 74 : 2 = 2775. In trei grupe consecutive avem
resturile 0, 1, 2 care au suma 3. Cum 37 = 3 x 12 + 1, inseamnd cd suma resturilor
Sy =12 x 3 = 36. Suma celor 111 numere este S = S; + Sy = 2775 + 36 = 2811.

Clasa a V-a
1 1 7

y L1
V.31. Sda se arate cd 01 + 102 + ...+ 500 > Tk
Petru Asaftei, Iasi
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Solutie. Grupéand termenii din sum& obtinem
L + L +...+ L _ (1 +...+ = + = +...+ ! >
101 102 77200 \101 7T 150 151 7 200
50 50 1 1 7

"0 w0 371712

V.32. Determinati numerele prime a,b,c pentru care 5a + 4b+ 7c = 107.
Mihai Craciun, Pascani
Solutie. Deoarece 5a + 7c¢ trebuie sd fie impar, a si ¢ au paritdti diferite; fiind
prime, unul dintre ele este egal cu 2. Daci a = 2, atunci 4b + 7c = 97, cu solutiile
b=19,¢c=3gib=25,c=11. Daci ¢ = 2, atunci ba + 4b = 93, cu solutiile a = 5,
b=17,a=13,0=75ia=17, b= 2.

V.33. Un numar natural scris in baza 10 are suma cifrelor 603. Este posibil ca
succesorul sau sa aibd suma cifrelor 1?2 Dar ca acesta sd aibd suma cifrelor 3¢

Matei Luca, elev, lasi

Solutie. Numéarul 99...9 are suma cifrelor 603, iar succesorul s&u este 10...0,

— —

67 cifre 68 cifre
cu suma cifrelor 1. La a doua intrebare, rdspunsul este negativ, deoarece nu este

posibil ca atdt numérul cat si succesorul siu si fie multipli de 3.

V.34. Aflati numdrul abe, stiind cd abc = 2™ - ab+ 3" - be + 5™ - €@, unde n € N.
Nicolae Stanici, Braila

Solutie. In mod evident, a,b, ¢ > 1. Pentru n = 0, obtinem ci 89a = b + 10¢, si
cum b+ 10c < 99, rezultd cd a = 1. De aici, b+ 10c = 89 si deci b =9, ¢ = 8.

Pentru n = 1 obtinem ci 75a = 22b + 52¢, de unde 25 | 25 (b + 2¢) + (2¢ — 3b),
si deci 25 | 2¢ — 3b. Cum 2¢ — 3b < 25 i 2¢ — 3b > —25, obtinem 2¢ — 3b = 0 sau
2¢ — 3b = —25. Dacd 2¢ = 3b, atunci 3 | ¢. Cum 3 | 75a si 3 | 52¢, rezultd ci 3 | 22b,
deci 3 | b i de fapt ¢ este multiplu de 9. Obtinem deci ¢ =9, b = 6, a = 8. Daci
2c — 3b = —25, atunci ¢ = 1, b = 9 si atunci 75a = 250, deci a nu este intreg.

Pentru n = 2 obtinem cd 25a = 84b + 258c. Cum 25a < 225 si 84b + 258¢ >
> 342, ecuatia nu are solutie in acest caz.

Pentru n > 3, 2"ab+ 3"bc+ 5"ca > 11 (2™ 4+ 3™ 4+ 5™) > 1760, deci ecuatia nu are
solutie. In final, abc € {198, 869}.

V.35. Se dd numdrul N =77...7 cu 2002 cifre. Cercetati dacd N se poate scrie

ca suma a doud sau trei pdtrate perfecte impare.
Tamara Culac, Iasi
Solutie. N = a-100+77, deci N = My+1. Dacd N = 22 +9%+22, cuz,y,2 € N
impare, atunci N = (2k + 1)> + (20 +1)® + (2n + 1)® = My + 3, contradictie. Dac#
N = 22442, cuz,y € Nimpare, se obtine in mod analog ci N = M, +2, contradictie.

Clasa a VI-a

VI.31. Fie S = @1a1...a1 + @263 ...Gg + ... + Tpln ... Gn, unde ki, ks,...,
N e N e’ [ ———

k1 cifre ko cifre k,, cifre
kn > 2. Ardtali ca S se divide cu 4 dacd gi numai dacd ai +as+ ...+ a, se divide
cu 4.
Dumitru Gherman, Pascani
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Solutie. Deoarece a1a; ...a1 =a1-11...1=ay (11 ... 100+ 12 — 1) =Ms—a
k1 cifre ki cifre
si analoagele, obtinem c& S = My — (a1 + a2 + ...+ ay), de unde concluzia.
VI.32. Aflati ab stiind cd ab = (a—b)! - (ba —3) (unde 0! = 1, iar n! =

=1-2-3-...-n,Yn>1).
=1 Nicolae Stanica, Braila

Solutie. Pentru a —b = 0 sau a — b = 1 obtinem ab = ba — 3, deci 9a = 9b — 3
contradictie. Pentru a—b = 2 obtinem ab = 2ba—6, deci 8a = 19b—6. Cum a—b = 2,
rezultd, ci a = 4, b = 2. Pentru a—b = 3, avem ab = 6ba—18, adici 55b = 30, absurd.
Pentru a — b > 4 obtinem ci (a — b)! (ba — 3) > 24 (ba— ) > 24(10b+ b+ 4 — 3),
deci (a — b)! (ba — 3) > 264b > 264, contradictie. In final ab = 42.

VI.33. Intr-o urnd sunt bile albe, rosii, negre si albastre. Numdarul bilelor albe

3
este = din numarul celorlaltor bile; bilele Tosii reprezintd jumdtate din celelalte bile,

iar bilele negre a treia parte din numdrul celorlaltor bile. Dacd extragem o bild,
calculati probabilitatea ca aceasta sd fie rogie sau albastrd.

Marcel Rotaru, Barlad

Solutie. Notdm numadrul total de bile cu n. Cu ajutorul proportiilor derivate

obtinem cd numarul bilelor rosii este g, al bilelor albe este gn, iar al bilelor negre

este 3_n De aici rezultd cd numarul bilelor albastre este 2—71 Probabilitatea ceruta
n/3+n/24 3
n )
A ) g .. AB .
VI1.34. In AABC, fie M miglocul laturii [BC). Daca d (M, AC) = - ardtati
cd m(A) = 90°.

este atunci p =

N. N. Hartan, lasi
Solutie. Fie MN 1 AC i BA' 1 AC, M, A" € AC. Atunci MN =d (M, AC) si

BA’
MN este linie mijlocie in ABA'C, deci MN = . Rezultd de aici c& BA’ = BA
si deoarece BA' L AC, rezultd c& m(A) = 90°.

VL.35. In AABC, m(A) = 60° si m(C) = 45°. Bisectoarea [AD gi indliimea
AM 2

[BE)] se intersecteazd in M (cu D € [BC|, E € [AC]). Sd se arate ca C =3

Romeo Cernat, Iasi

Solutie. In AABC, m(EBC) = 180° — 90° — 45° = 45°, deci AEBC este

isoscel cu EC = BE. Deoarece m(ABM) = 75° — 45° = 30° = m(BAM) AABM

este isoscel cu AM = BM. In AAEM, m(AEM) = 90° si m(EAM) = 30°, deci
AM AM  AM AM AM

ME = 222 De aici - Z.
p el BE = B T B+ ME  AM T AM2 3

Clasa a VII-a
VII.31. Sd se rezolve ecuatia 1+ a?® +b** = a® +b% +a®b®, cu a,b € R*, a # b.
Dumitru Neagu, Iasi
Solutie. Inmultind egalitatea cu 2 obtinem, dupi gruparea convenabils a terme-
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nilor, (a* — 1) = (b* — 1)> + (a® — b®)* = 0, de unde a® = b* = 1, deci z = 0.
VII.32. Fie a st b,c lungimile ipotenuzei §i respectiv catetelor unui triunghi

1 1 1
dreptunghic. Sd se arate cd (a2 +b2 4+ 02) <—2 + 5+ —2) > 10.
a b c
Claudiu - Stefan Popa, Iasi
Solutie. Deoarece a® = b% + 2, obtinem ci

1 1 1
2,12, 2 2., 2
(a® +b° + ¢°) <¥+b—2+c—2> >10<2(b +c)<
0 + )
b2¢?
ultima inegalitate fiind evidents.

1 N b2 + 2
b? + c? b2c?

>210<:>
>d4e (B2 —)° >0,

VII1.33. Triunghiul ABC' are unghiul A obtuz si semiperimetrul p. Cercurile de
diametre [AB] si [AC] delimiteazd o suprafatd comund S. Aflati valoarea de adevdr
a propozitiei: "Exista P € S astfel incdt di + do + d3 = p”, unde d; sunt distantele

de la P la laturile triunghiului ABC. . . .
Catalin Calistru, Iasi

Solutie. Este cunoscut cd intr-un triunghi dreptunghic mediana ce pleacd din
varful unghiului drept este jumé&tate din ipotenuza, in timp ce intr-un triunghi ob-
tuzunghic mediana ce pleaci din varful unghiului obtuz este mai micé strict decat
jumdtate din latura ce se opune unghiului obtuz.

Fie P € Ssi Ay, By, C; mijloacele laturilor [BC], [C' 4], [AB]. Atunci dy+da+ds <
< PA,+PB;+PC;. Cum m(APB) > 90°, m(APC) > 90°, m(BPC) > 90°, iar cel
putin una din inegalitati este strictd, prin aplicarea rezultatului mentionat anterior
obtinem cd dy + ds 4+ d3 < ¢ + 4 + é, deci dy + do + d3 < p si propozitia din enunt

2 2 2
este falsi.

VIL.34. Fie ABC un triunghi, iar I un punct interior lui. Dacd cercurile
inscrise in triunghiurile AIB, BIC gi CIA sunt congruente i tangente doud cdte

doud, atunci ANABC este echilateral.
Ioan Sicaleanu, Harlau

Solutie. Fie C; (O1,7), C3(02,7), C3(03,7) cercurile inscrise in ABIC, ACIA,
NAIB sl notam T =Co 0037 Ty =C ﬁCS, T3 =C ﬂCg; evident, T} € AI, T, € BI,
T3 € CI. Atunci 0105 = O1T3 + 1305 = 2r gi analog 0103 = 0203 = 2r, deci
AO10503 este echilateral. In patrulaterul 1730575,

m(T11T5) = 360° — 90° — 90° — 60° = 120°,
adici m(@) = 120° si analog demonstrdm ci m(B/IE’) = m(C/’I71) = 120°. In
AAIB,

m(AIB) = 180° — m(IAB) — m(IBA) = 180° — m(C)

m(A) +m(B) o
de unde m(C) = 60° si analog m(A) = m(B) = 60°, de unde obtinem c& AABC
este echilateral.
VIL.35. Fie ABCD un paralelogram, O centrul cercului circumscris NABD, iar
H ortocentrul ABCD. Sd se arate cd punctele A, O, H sunt coliniare.
Constantin Cocea si Dumitru Neagu, Iasi
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Solutie. Deocarece BH L CD si AB || CD, BH 1 AB si deci m(m) = 90°;
analog obtinem c& m(m) = 90°. De aici rezultd cd ABH D este inscriptibil i cum
m(A/éT{ ) = 90°, [AH] este diametru pentru cercul circumscris triunghiului ABD,
deci 1l contine pe O.

Clasa a VIII-a
in —1
VIIL.31. Sa se determine multimea A = {(m,n) € N* x N* | - S N}.

mn + 1
A.V.Mihai, Bucuresti

T €N, rezultd cd 4n—1>mn+1. De aici, n(4—m)—2>0

4
Solutie. Deoarece r

dn —1 5
gidecim < 4, adicd m € {1,2,3}. Pentrum = 1 obtinem c# r =4— e N,
A ) mn + 1 n+1
ceea ce implicd n = 4. Pentru m = 2, avem c& I €N, decin=1.
) mn + 1 2n+1
Pentru m = 3 obtinem ca — =1+ N . Cum 3n +1 > n — 2, este necesar
mn+1 3n+1
can—2=0,decin=2. Infinal, A = {(1,4),(2,1),(3,2)}.

VIIL.32. Sd se rezolve ecuatia
1 2 2002
coit ———— =2002.
332—37+1+332—33+2+ Jr352—55—1—2002

Mihaela Predescu, Pitesti

Solutie.
1 n 2 n n 2002
22 —x+1 22—2+2 7 22—24+2002

& L)+ SHN) 002 1) _ge
22—x+1 2 —x+2 z2 — x + 2002 o

PR Y (R S S S )
2—z+1 x2—z+2 T 22—1x42002)

Cum 2?2 —z+ 1,22 —2+2,...,22 — 2+ 2002 > 0, Vx € R, rezultd ci = € {0,1}.
VIII.33. Determinati functiile f : R — R pentru care

I+ fle+y) <fl@)+fly) <z+y+2,Ve,yeR.

Gheorghe Iurea, Iasi
Solutie. Pentru z = y = 0 obtinem 1 + f(0) < 2f(0) < 2, de unde f(0) = 1.
Fiinded f(z) + f(y) < z+y+ 2, pentru y = 0 gésim c& f(z) <z + 1, Vz € R.
Deoarece f (z)+ f (y) > 1+ f (z + y), pentru y = —x obtinem ci f (z) > 2— f (—x).
Dar f(—z) < —z+1, de unde f (z) > 1+ x, Vx € R, ceea ce implicd f (x) =1+ z.
VIIL.34. Fie AB dreapta solutiilor ecuatiei x —y =5 g1 CD dreapta solutiilor
ecuatiei x +y = 3, cu A,C € Ox, B,D € Oy. a) Ardtati ca AB 1L CD; b)
Calculati aria gi perimetrul triunghiului BCD; ¢) Ardtati cd AD | BC.
Vasile Solcanu, Bogdinesti (Suceava)
Solutie. @) Printr-un calcul imediat se deduce c& A (5,0), B(0,-5), C(3,0),
D(0,3). Fie ABNCD ={E} i EF L BD, F € Oy. Atunci F (4,—1), F(0,-1).

=2002 &
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Deocarece EF = BF = FD =4 EF 1 BD, ABEF si AFED sunt dreptunghice
isoscele si m(B/E\F) = m(@) = 45°, de unde m(B/E\D) =90° si deci AB L CD.
b) Spep =12, Pgep = \/3_4+3\/§+8.
¢) Deoarece AO gi DE sunt indltimi in ABAD si AO N DE = {C}, C este
ortocentrul ABAD si deci BC' este de asemenea iniltime in ABAD.

VIII1.35. Fie ABCDA'B'C'D’ un cub de muchie a. Determinati pozitiile puncte-
lor M € (BB') gi N € (CC") pentru care perimetrul patrulaterului stramb AMN D’

este minim; aflati aceastd valoare minimd. . 3 .
Mihaela Bucataru, Iasi

Solutie. Piynp = AM + MN+ A B’ C’ D
+ND' + AD' este minim < AM + MN+
+ND' este minim&. Desfisurand suprafata PN
laterald a cubului ca in figurd, S = AM+ M
+MN + ND' este minimd < A, M, N, D’
sunt coliniare. Atunci Smin = AD’ = aV/10,
iar valoarea minim# a Paynp este AD'+ A B C D

+Smin = CL\/§ + CL\/E.

Clasa a IX-a
IX.31. Fie multimile A = {a* + x|z € Z}, B = {z3+z|zcZ}, C = {a*+
4@ +a? +a|w € Z}, D = {22* |z € Z}. Determinati ANC, BND, AND, ANB.
Andrei Nedelcu, Iasi
Solutie. Fieu =n?4+n=m*4+m>+m?2+m € ANC; m,n € Z. Atunci
(2n + 1)2 = 4m* + 4m? + 4n? + 4m + 1, si grupand in doud moduri termenii din
membrul drept obtinem

2n+1)% = 2m* +m)” + (3m® +4m + 1), (1)

respectiv
@n+1)2 = 2m® + m+1)° +2m — m?. (2)
Folosind semnul functiei de gradul al doilea, obtinem

(1) = 2n+1%> 2m* +m)® VYmeZ\{-1},
2)= @Cn+ 12 < 2m®+m+1)° YmeZ\{0,1,2}.

Urmeazi c& daci m € Z\ {—1,0, 1,2}, atunci (2n 4 1)? se afls intre pétratele a dous
numere intregi consecutive, ceea ce este imposibil.

Pentru m = —1, obtinem n =0 sau n = —1 gi v = 0. Pentru m = 0 obtinem din
noun =0saun = —1sgi u=0. Pentru m = 1 nu existd n cu proprietatea ciutata,
iar pentru m = 2 obtinem n = 5 sau n = —6 si u = 30. In concluzie, ANC = {0, 30}.

Fiec acum u = n34n = 2m* € BND; m,n € Z. Atunci (n+1)*—(n — 1)* = (2m)",
ecuatie care nu are solutii nebanale, conform teoremei lui Fermat. Atuncin —1 =0,
deci m =1 sau m = —1, de unde u = 2, sau 2m = 0, deci n = 0, de unde u = 0. In
concluzie, BN D = {0,2}.

Analog se trateazd AN D si AN B.

IX.32. Fie fi,9; : R = R, i € {1,2,...,n}, functii care pdstreazd semnul
variabilei. Sd se rezolve sistemul:
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w1+ f1(z1) + g1 (21) = 22
T2 + fo (w2) 4+ g2 (w1 + x2) = 23

T+ frn (@n) Fgn (@1 + 22+ ...+ 2p) = 1.
Obtineti sisteme diverse prin particularizarea functiilor!
Iuliana Georgescu si Paul Georgescu, lasi
Solutie. Pentru z; > 0, deducem din prima ecuatie ci zo > x; > 0. fn mod
asemandtor, 0 < x7 < 9 < ... < x, < x1, contradictie. Pentru z; < 0, obtinem
analog cd 0 > x1 > x9 > ... > x, > 1. De aici, x1 =0 si analog 2o = ... =z, =0.
Exemple de functii care pistreazi semnul variabilei: f (z) = 22"+, f (x) = arctag ,

f(@)=2vV1+22% f(z) =In(z +V1+22) etc.
13 [3s] =11 g
|+

IX.33. Rezolvati in N ecuatia n — [—} — [ }
heorghe Iurea, Iasi

73]+ [55] 1 5]

e perloada 36. De asemenea,

5
Solutie. Fie f : N — Z, f()—n—[—} [g
Avem c& f(n+36) = f(n), Vn € N, deci f periodica d
n on

f(0) =0, iar pentrun = 1,2, ..., 35, [ }—i—{%} §+§=F<n,1ar {%]:0,

deci 1,2,. .., 35 nu sunt solutii ale ecuatiei. In concluzie, multimea solutiilor ecuatiei
este S = {36k; k € N}.
IX.34. Fie n € N,n > 2. Sa se determine x1,22,...,T, € R stiind cd

2 424 4 2Jrn—i—l 9 sin " 4 s 2m e s nmw
T T X = X 111 X 11 — X 1n .
1T n 2 1 T |

Vladimir Martinusi, Iasi
Solutie. Egalitatea din enunt revine la

n 2 n
. km ., krm n+1
g <xk—smn+1> :kglsm nrl 2

k=1 ) (n+1)a
1— 2 n S1In —— COoS

Tinand seama de formulele sin? a = - _cosa gi Y coska = T 2 ,
9 2 k=1 sin —
bt 5 2": . kr 0. de und . km kT 2

obtinem c T}, — sin = e unde xj = sin =1,n
= k n+ 1 ) k n 17 )

IX.35. Ardatali cd sin (cosx) + sin (cosy) < 2 cos Tt y’ Y,y € (0, g)

Dan Popescu, Suceava
T
Solutie. Tindnd seama cd sinx < x §i 0 < cosz < 1, Vx € (0, 5), obtinem

m—;—ycosx;y SQcosx—;y,

sin (cosz) + sin (cos y) < cosx + cosy = 2 cos
ceea ce trebuia demonstrat.
Clasa a X-a

X.31. Consideram sirurile (Fy,),~q, (Ln),>o definite prin Fy = 0, F; = 1,
Foio=Fy1 +F,, Vn >0, respectiv Lo =2, L1 = 1, Ln+2 =Lpt1+ Ly, Vn > 0.

Sd se arate cd /Y ., L2 < \/Zk F? 1+\/Zk 1 k+1

Mihail Bencze, Brasov

a8



Solutie. Se aratd (prin inductie) ¢& L, = F,_1 + Fy11, ¥n € N*. Conform
inegalitatii lui Minkowski, urmeaza concluzia.

X.32. Fie (an),~q un sir de numere reale i pozitive. Pentru orice n € N se
noteazd cu P, graficul functiei f,, (z) = an2® + ani1T + anio. Determinati legea de
definire a sirului stiind cd parabolele P,, au vdrfurile pe axa Ox.

Temistocle Birsan, Iasi

Solutie. Conditia ca parabolele s# fie cu varfurile pe Oz revine la A,, = a2 ;—
—4anan4+2 =0, Vn € N. Prin logaritmare, obtinem 2Ina,+; =Ina, +1Ina,4o +1n4
Yn € N, sau t,41 = t, —In4, ¥n € N, unde ¢, = Ina,y1 — Ina,. Asadar, ¢,
este o progresie aritmeticd cu ratia r = —In4, si deci t, = tg + nr, ceea ce im-

nln Z—é—n(n—l) In2

plicd a,y1 = et q, , Yn € N. Rezultd ci a, = e ag, de unde

o aon aiq "
n = on(n—1) a_O :

X.33. Fie functiile f,g: R — (0,00), f () = a®, g(z) = b, unde a € (1,00),
be (0,1), ab# 1. Sa se arate cd existd o infinitate de paralelograme cu varfurile pe

reuniunea graficelor celor doud functii. . .
Petru Asaftei, Iasi

Solutie. Fie 1 > 0si B (21,9 (21)). Deoarece f ((—o00,0)) = (0,1), Jz3 < 0 ast-
fel incat f (z2) = g (z1) si atunci §i f(—22) = g(—=1). Construim A (za, f (x2)),
A’ (—za, f (—22)), B'(—x1,9(—2x1)). Deoarece ab # 1 rezultd ci zy # —x i

ABA'B’ este nedegenerat. Segmentele AA’ si BB’ au mijloacele M <O,M> ,

2
respectiv N (O, %g(—ml) ,deci M = N gi ABA'B’ este paralelogram. Cum

x1 a fost arbitrar, problema este rezolvata.

X.34. Sda se arate cd ecuatiile 4 -9 + (4o —45) - 3" + 11— =0 ¢ 4- 18" —
—3-6% — 128 - 3% + 2% 4 32 = 0 sunt echivalente. . .
Marcel Chirita, Bucuresti

1 1

Solutie. Din prima ecuatie obtinem c& [ 3% — 1 (3* =11+ x) =0, deci 3 = T
cu solutia 1 = —2log; 2, sau 3* = 11 —z, cu solutia zo = 2, unicd deoarece f; : R —
— (0,00), f1 () = 3" este strict crescitoare, iar fo : R — R, fo () = 11—z este strict
descresciitoare. Din cea de-a doua ecuatie obtinem c& (4 - 3% — 1) (6* — 2% — 32) =0,

1

deci 3* = T cu solutia x3 = —2log; 2 sau 6 = 2% 4 32, echivalentd cu 3* =1+ —.
32
Cum f3: R — (0,00), f3(x) = 3" este strict crescitoare iar fy : R — R, fy(x) = 1—&—2—m
este strict descresciitoare, ecuatia f5 (x) = f4 (x) are o singuri solutie, anume x4 = 2.

X.35. Fien € N, n >3 si 21,29,...,2, € C* de module egale astfel incdt
1 -
2 e C\{£1,£i} V1 <k #t <n. Notim aj = — [] 2 + 22, Vj = T,n. Ardtati
Zt Zj k]
cd dacd doud dintre numerele a; sunt reale, atunci toate sunt reale. In plus, daca
n #4, atunci [ z =1 (in legaturd cu problema X.86 din R.M.T. nr. 3-4/2000).
k=1

Daniel Jinga, Pitesti
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n _ P _
Solutie. Fie P = [[ 2z si r = |z|, k = 1,n. Atunci a; = 2]2 +—=,Vi=1n
k=1 25
_ P
Fie p,q € 1,n astfel incat ap, ag € R si notdm b, = — —7%,°, by = — —Eg . Atunci
z
P
ap =22 +7,° + by si cum 22 +7,° € R, avem ci b, € R. Analog obtinem c& b, € R.
Din definitiile Iui b, si b, obtinem c&

bpzp = bgze = P — 1", (1)

de unde, prin trecere la module, deducem c& |by| = |bg|.

Dacd b, # 0, atunci b, = £b, si conform (1) obtinem c& zg = :I:zg, de unde

4
(Z—p> = 1. De aici, % ¢ {£1, £i}, contradictie. Atunci b, =0 si din (1) deducem
Zq Zq .

cd P =r? de unde Vj = 1,n, a; :zjz—&-% :ij+z_jQ € R. Fie acum n # 4.
Deoarece P = r*, prin trecere la module obpinem cd r = rt deci r = 1 si atunci
P=1.

Clasa a XI-a
X1.31. Fie A,B € M, (Q). Dacd det A # det B, demonstrati ca det (A + nwB) #
# det (B + mA).

Paul Georgescu si Gabriel Popa, Iasi

Solutie. Fie P(\) = det (A + AB) — det (B + AA). Evident, P € Q[)\]. Pre-

supunem prin reducere la absurd cd det (A + 7B) = det (B 4+ wA). Atunci P (7) =0

gi cum 7 nu este algebric, P = 0. De aici, det (A 4+ AB) = det (B + AA), VA € R.
Pentru A = 0 obtinem det A = det B, contradictie.

XI1.32. Fie s, =Y 4 {(k‘z +k+1) Z’;:O (-1)PC¥ (k — p)k} . Calculati

lim (n+\1/1+3n - {/1+sn_1).

n—oo

Stefan Alexe, Pitesti

k
Solutie. Suma oy, = > (1)’ C¥ (k — p)" reprezintd numérul functiilor surjec-
p=0
tive f : A — A, unde A are k elemente. Cum orice asemenea functie este si injectivi
rezultd cd oy = k! si deci
sn=> (B+k+1) k=Y [(k+1)2—k] =S (k1) (k+ 1)1 = kK.

k=1 k=1 k=1 k=1
De aici, s, = (n+1) (n+ 1)! — 1. Notdm u, = "1+ s, — /T + s,—1. Atunci

Up = "R/(n+1) (n+ 1)1 = Vn-nl=

= R+ 1 ("R Dl - Vi) +@((n+1)"*M—n%) - W+l
W/l

1 1
Este cunoscut cid lim ("ﬁl/ (n+1)! - \”/n!) =—, lim — = —si lim {n =1
n— o0 n €

e n—oo

De asemenea se poate demonstra ugor ¢c& lim [(n+1) "N/n+1—ni/n] =1 (de
n—oo

n

exemplu, aplicand teorema lui Lagrange functiei f : (0,00) — (1,00), f (z) = z1t=
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pe intervalul [n,n + 1] gi estimand cantittile obtinute). De aici, limita din enunt
1

este egald cu —.
e

X1.33. Fie (zp),~; un sir de numere reale pozitive cu proprietatea cd existd

p € N* gi numerele ay,as,...,a, >0 cu ay +as + ...+ a, > 1 astfel incit x, =
= 1Tpt1 + G2Tpt2 + ...+ QpTngp, VR > 1. S se arate cd inf {z, |n € N*} =0.

Marian Tetiva, Barlad

Solutie. Deoarece x,, > 0, Vn € N*| existd m = inf {z,, | n € N*} i m > 0. Din

ipotezd si din faptul cd z,, > m, Vn € N*, deducem c& =, > aym + aom + ...+

+ap,m = am, Yn € N*, unde am notat a = a1 +ax + ... +ap > 1. In continuare,

Tp > ajam + azam + ... + ay,am = a*m, ¥n € N* si prin inductie urmeaza imediat

cd z,, > a¥m, ¥n, k € N*. Daci am presupune prin absurd ci m > 0, am obtine ci

Ty > klim ma® = 400, contradictie. Rdmane cd m = 0, ceea ce trebuia demonstrat.

— 00

X1.34. Fie a € (0,1) U (1,00) si b un numar intre —/21Ina si v/2Ina. Stabiliti
semnul functiet f:R - R, f(z) == (a"+a ") — bx.

N —

Gheorghe Costovici, lasi
Solutie. Aritdm mai intai ci
a* +a % < 22 (In a)2
2 - 2
x —x 2] 2
Deoarece f1 : R — R, f1 (z) = % si fo: R— R, fg(x):m

functii pare, este suficient si demonstrim (1) doar pentru x € [0, 00). Atunci

+1. (1)

+ 1 sunt

2
1) & (az/27a71/2) > (:clna)Q, Vo >0 a2 —q /2 >zxlna, Vo > 0.

1 1
Fieg:R =R, g(z) =a*/? —a=%? —zlna. Atunci ¢’ (z) = a2 =2 4 gme/2 28

2
—Ilna >0, Vx > 0, deci g este crescitoare si g () > ¢ (0) =0, Vo > 0.
21 2 2 b 2
De asemenea, % +1—bx= % [2 (Ina)® — bﬂ + 5%~ 1) , deci
2 1 2
w+l—bx>0, Yz > 0. 2)

T —x
Din (1) si (2) obtinem c& % > bz, Vo € R, deci f este strict pozitiva.

XI.35. Fie f:]0,00) =R o functie continud, iar (ag)y_,, (bi)p—, progresii geo-
metrice astfel incit ax < by, Yk = 1,n. Dacd f(ajas---a,) <1 si f(biby---by) > 1,
ardtati cd existd (cx)j_, progresie geometricd, ci, € (ax, by) astfel incdt f(cica---cp)=

Doru - Dumitru Buzac, Iasi

Solutie. Notdm p, = ajag...an, pp = bibs...b,. Considerdm g : [0,1] — R,
gt)=1f (pflpéft); observim c& g (0) = f(py) > 1, iar g (1) = f (pa) < 1. Deoarece
g este continud, Jtg € (0,1) astfel c& g (¢t9) = 1.

Fie (cx)y_, definit prin ¢, = afg’b,l;t“. Se observa ci (cx),_, este de asemenea
progresie geometricd si ay < ¢ < by, Vk = I,n. In plus, deoarece g (tg) = 1, rezulta
cd f(cica...cn) =1, ceea ce trebuia demonstrat.
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Clasa a XII-a
XIL31. Fie M = {Ae€ M, (C) | A% = I,}. Determinati toate subgrupurile lui
(M3 (C),-) continute in M.

Angela Tigderu si Catalin Tigderu, Suceava

Solutie. Prin calcul direct observidm cd M = My U Ms, cu My = {I, -} si
My = { Z _ba |a2 +bc=1, a,b,ce C}. In plus, M; N My = (. Demonstrim
acum urmdatorul rezultat auxiliar:

Lemd. a) Dacil Ay, As € M astfel incat A1 Ay € M, atunci A1 Ay = AsA;.

b) Daci Al, A2 S M2 astfel incat A1A2 S M, atunci A1 = A2 sau A1 = 7A2.

Demonstratie. a) Fie A1, Ay € M astfel ca Aj A € M. Atunci A2 = A2 = I, si
de asemenea A; Ay A1 Ay = I,. Inmultind ultima relatie la stanga cu A; si la dreapta
cu As obtinem egalitatea ceruta.

b) Fie A; = <a1 b ),Ag = <a2 b2 ) € M. Deoarece A1As € M, din

1T —a1 C2 —az

A1As = AsAq, obtinem c& bico = bacy, a1bs = asby, aico = ascy, de unde A1 Ay =
= (a1a2 + blcg) I,. Cum A1Ay € M si (a1a2 + blCQ) I ¢ M, obtinem c& A1 Ay € My,
deci A; Ay = £15, de unde b).

Singurele subgrupuri H continute in M; sunt Hy = Iy, Hy = {I, —I>}. Fie acum
H un subgrup al lui M, H N My # (. Existd atunci A, € H N Msy; pentru o alti
matrice Ay C H N M; obtinem c& A1 Ay € H C M deci, conform b), 41 = Ay sau
Ay = —A,. Obtinem de aici cd, alidturi de Hy si Hs, singurele subgrupuri ale lui
My (C) continute in M sunt cele de tipurile Hy = {Is, A} i Hy = {2, — 15, A, — A},
cu A € Ms.

XIL.32. Fie (G,-) grup, iar a € G\{e} fizat. Ardtati ca numdrul morfismelor
surjective de la G la (Z3,+) cu proprietatea cd f(x) = 2 & x = a este egal cu
numdarul subgrupurilor H ale lui G care nu-l contin pe a i care au proprietatea cd

3 € H,Vz € G. .
Dana Stan, eleva, Iasi

Solutie. A se vedea Nota de la p. 17 din acest numér al revistei.

XII1.33. Fie f : R — R o functie monotond al cdrei grafic are un centru de
simetrie ce nu apartine graficului. Ardtali cd f nu admite primitive.
Oana Marangoci, elevid, Pascani
Solutie. Deoarece A (zg,yo) este centrul de simetrie al graficului lui f, are loc
egalitatea f (2zo —z) = 2yo — f (z), Vo € R. Presupunem prin reducere la absurd
cd f este continud in xy. Trecand la limitd in egalitatea de mai sus obtinem c&
lim f (229 —z) = lim (2yo — f ()), deci f (xg) = yo, contradictie. De aici, f nu
T—x0 Tr—xo
este continud in g si, deoarece f este monotond, xy este punct de discontinuitate de
speta intai. De aici rezultd cd f nu admite primitive.
XI1.34. Fie f:[0,1] — (0,00) o functie care admite primitive si fie F' o primitivd
a sa cu F (1) =0. Ardtati ca existd ¢ € (0,1) astfel incat F (c) > —geezf (c).
Rodica Luca Tudorache, Iasi
Solutie. Fie G : [0,1] — R, G(x) = (1 - e‘wz) F (x). Se observd cid G este
continud pe [0, 1], derivabild pe (0,1), iar G (0) = G (1) = 0. Conform teoremei lui
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Rolle, existil ¢ € (0,1) astfel incat G/ (¢) = 0, ceea ce inseamni ci —2ce™ F (c) +
+ (6762 — 1) f(c) = 0. Deoarece e’ — 1> —a2, Vo € (0,1), obtinem imediat
inegalitatea din enunt.

XI1.35. Fie f,g: R — R, unde [ este o functie injectivd si g (az)_: S ho A2k+1 X
x [f (@)™ 4 sin f (2), cu a1 € [1,00) i aspy1 € (0,00), Vk = T,n. Ardtati cd f
admite primitive dacd gi numai dacd g admite primitive.

Lucian Georges Lidunca, lasi

Solutie. Fie h: R — R, h(z) = a1z + a3z + ... + agp 122" +sinx. Atunci
B (x) = a3 +3azx® + ...+ (2n + 1) agp 122" +cosz > 0, Vo € R, prin urmare h este
strict crescitoare gi deci injectivd. Cum lim h(z) = —oo, lim = +oo si h este

r——00 r—00
continud, Im f = R, deci h este surjectiva si in final bijectiva.

Atunci g = ho f, deci g este injectivd. Cum o functie injectivd admite primitive
dacd si numai dacd este continud, cu aceastd observatie cerinta problemei se rescrie
sub forma " f este continud < g este continui". Dar acest lucru este imediat, tinand
seama cd h = go f, cu h continud si bijectiva.

IMPORTANT

e In scopul unei legituri rapide cu redactia revistei, pot fi utilizate urms-
toarele adrese e-mail: tbi@math.tuiasi.ro, popagabriel@go.com .
Pe aceastd cale colaboratorii pot purta cu redactia un dialog privitor la
materialele trimise acesteia, procurarea numerelor revistei etc.

e La problemele de tip L se primesc solutii de la orice iubitor de matematici
elementare (indiferent de preocupare profesionald sau vdrstd). Fiecare
dintre solutiile acestor probleme - ce sunt publicate in revista dupa un
an - va fi urmatd de numele tuturor celor care au rezolvat-o.

e Adresidm cu insistentid rugdmintea ca materialele trimise re-
vistei s nu fie (sd nu fi fost) trimise si altor publicatii.
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Solutiile problemelor pentru pregatirea concursurilor
din nr. 2 / 2002

A. Nivel gimnazial
G21. Sda se afle restul impartirii prin 43 o numdrului 62092" n e N.
Catalin - Cristian Budeanu, Iasi
Solutie. Avem ci 2002" = (2001 + 1)" = 3k + 1, cu k € N*. Atunci 620°2" =
=6-6*=6-(5-43+ l)k, de unde restul imp#rtirii lui 62902 1a 43 este 6.
G22. Sd se arate cd intre n gi n! existd cel putin un numdr prim, oricare ar fi
n € N\ {0, 1,2}.

kkok

Solutie. Fie p un divizor prim al numérului n! — 1 (care evident existd, eventual
filnd n! — 1). Daci p < n, atunci p | n!, gi cum p | n! — 1 rezultd c& p | 1, absurd. In
concluzie p > n.

G23. Sd se rezolve in Z? ecuatia x> + 10z + y! = 2002.
Adrian Zanoschi, Iasi

Solutia I (a autorului). Evident, trebuie impusi conditia y > 0. Deoarece
z (z + 1) nu poate fi decat de forma 3k sau 3k + 2, k € Z, de asemenea z2 + 10z =
=z (z + 1)+9z este de una din aceste forme. Dac# y > 3, atunci 3 | y! i 22 +10x+y!
este tot de forma 3k sau 3k + 2, dar 2002 = 3 - 667 + 1, absurd. In concluzie,
y € {0,1,2}. Daci y = 0 sau y = 1, obtinem c# x? + 102 = 2001, ecuatie care nu are
solutii in Z. Dacd y = 2, atunci 22 + 102 = 2000, cu solutiile z; = 40 si 25 = —50.
In concluzie, (x,y) € {(40,2),(—50,2)}.

Solutia a II-a (datd de Alexandru Bejinariu, elev, Iasi). Pentru y > 5,
w c (y!) = 0. In plus, u. c. (x2 —|—10x) =u c (xQ) € {0,1,4,5,6,9}, deci u. c.
(a;2 + 10z + y!) nu ar fi 2. R&méane cd y < 5 si considerand pe rand cele cinci cazuri,
obtinem solutiile de mai sus.

Solutia a ITI-a. Deoarece 7! = 5040 > 2002, avem ci y < 7; problema se reduce
la rezolvarea a gapte ecuatii de grad II.

G24. Aflati cite numere de 4 cifre au proprietatea cd cifrele citite de la stanga
spre dreapta sunt invers propor{ionale cu cifrele citite de la dreapta spre stanga.

Aceeasi problemd pentru numerele de 3, respectiv 5 cifre. . .
Gabriel Popa, Iasi

Solutie. Pentru a putea vorbi despre inversa proportionalitate, este necesar in
fiecare caz ca toate cifrele si fie nenule.

b

. —_ . . .a
(1) Dacl abed este un numir cu proprietatea din enunt, atunci m = 7 =
c

=L deci ad = be. Daci {a,d} = {b,c} iar a = d, obtinem 9 numere.

L -4
1 1/a’
Daci {a,d} = {b,c} iar a # d, obtinem 4 - 36 = 144 numere (36 este numéarul
perechilor de cifre nenule (a,d) cu a < d, iar corespunzitor fiecirei perechi se pot
obtine 4 numere abed distincte prin diverse permutéri). Dacid {a,d} # {b, c}, atunci
Hand}, {b )} € {14}, {2,2}), 11,6}, (2,31 ({18}, {(4.2}}, {{2,6},(3,4}}.
{{2,8},{4,4}}, {{2,9},{3,6}}, {{3,8},{4,6}}, {{4,9},{6,6}}. Obtinem 3 -4+

+5 - 8 = 52 numere (pentru fiecare element subliniat obtinem 4 numere abed, iar in
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celelalte cazuri cate 8). In total obtinem 9 4 144 + 52 = 205 numere.

(ii) Dac& abc este un numér cu proprietatea din enunt, deducem c& ac = b%.
Dacd a = ¢, obtinem 9 numere. Dacd a # ¢, atunci b = 2, {a,c} = {1,4}; b = 3,
{a,c} = {1,9}; b = 4, {a,c} = {2,8}; b =6, {a,c} = {4,9}. Obtinem 4-2 = 8
numere. In total obtinem 9 + 8 = 17 numere.

(ii7) Daca abcde este un numir cu proprietatea din enunt, deducem ci ae = bd = c2.
Daci a = b = ¢ = d = e, obtinem 9 numere. In caz contrar,

c=2, {{a,e} {b,d}} € {{{1,4},{2,2}},{{1,4} ,{1,4}}};
c=3, {{a,e} {b,d}} € {{{1,9},{3,3}},{{1,9},{1,9}}};
c=4, {{a,e} {b,d}} € {{{2,8},{4,4}} . {{2,8},{2,8}}};
c=6, {{a,e},{b,d}} € {{{4,9},{6,6}},{{4,9},{4,9}}}.
Obtinem 4 (4 4 4) = 32 numere. In total, obtinem 9 4 32 = 41 numere.
G25. Sd se arate cd pentru orice z,y,x € R, existd a,b,c € Z astfel incat

(z—a)’+@y—b)°+(z—¢)° < Z Generalizare.

) Vladimir Martinusi, Iasi
Solutie. Daci ¢ : R — Z, p(z) = [1’+ 5}, este functia de rotunjire, atunci

1
lp () — 2| < 3 Va € R. Pentru a = ¢ (z), b = ¢ (y), ¢ = ¢ (z), obtinem concluzia

problemei. Cu acelasi rationament obtinem cd daci n € N* gi z1,29,...,2, € R,
. n
atunci existd a1, as, . .., a, € Z astfel ca (x1 — a1)2+(x2 — a2)2+- (X, — an)2 < 1

G26. Dacd suma, produsul i cdtul a doud numere irationale sunt numere ratio-

nale, calculati suma cuburilor celor doud numere. ) .
Claudiu - Stefan Popa, Iasi

Solutie. Dac# % +1#0,atuncia+b=>5 (% + 1) € R\ Q, deoarece b € R\ Q.

a
R&mane cd Z—i—l =0, decia =—bsia®+0>=0.
Observatie. Ipoteza "ab € Q" nu este necesari.

G27. Determinati n € N* minim pentru care 2™ — 1 este divizibil cu 125.
Gheorghe Iurea, Iasi
Solutie. Fien =4qg+r, ¢,r € N, 0 <7 < 4. Atunci 2" —1 =27.2% — 1 =
= 27167 — 1. Cum ultima cifrd a lui 167 este 6 (¢ = 0 nu convine), ca 2™ — 1 si se
divid& cu 5 e necesar r = 0, in caz contrar ultima cifrd a lui 2 — 1 fiind 1, 3 sau 7.
Atunci 2" — 1 = 2% — 1 = 15 (16971 + 16772+ --- + 1) si deci ca 2" — 1 s&
se dividd cu 125 este necesar si suficient ca 25 | 16971 + 16972 + ... + 1. Cum
167 = (154 1)? = M5 + 1 pentru p > 0, ca suma si se dividd cu 5 este necesar si
suficient ca numérul termenilor s se dividd cu 5, deci ¢ = bk, k € N*. Atunci
2" —1=2%% — 1 =1024%% — 1 = 1048576" — 1 = 1048575 (1048576" ' + -+ 1)..
Cum 1048575 este divizibil cu 25, dar nu si cu 125, este necesar si suficient ca 5 s&
divida al doilea factor. Deoarece 1048576P = Ms + 1 pentru p > 0, este necesar si

suficient ca numdarul termenilor sa se divid& cu 5, deci kK = 5m, m € N* gi n = 100m,
m € N*. Numaérul n minim este 100.

G28. Sd se arate cd ecuatia
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et —(a+b)z*+(a+b+ab—2)2® — (@®+bV° —a—b)z+(a—1)(b—1)=0

are cel putin doud solutii reale pentru orice a,b € R.
Marian Teler, Costesti (Arges)
Solutie. Ecuatia datd se descompune in (a:2 —ar+b— 1) (3:2 —bxr+a-— 1) =0.
Se obtin ecuatiile 22 — bz +a —1=0si 22 —ax +b— 1 = 0. Atunci
Al +Ay=b—da+44ad®>—4b+4=(a—2)7+(b-2)*>0,
deci A1 > 0 sau Ay > 0 i cel putin una dintre cele doud ecuatii are solutii reale.

-~ ~

G29. Fie triunghiul ABC cu m(A) < m(C'). Pe bisectoarea interioard a unghiu-
lwi B luam un punct E astfel incit EAB = ACB. Se prelungeste latura [BC| cu

segmentul [BD] = [AB], B intre C gi D. Sa se arate cd mijlocul M al segmentului

[AC] se afld pe dreapta DE. . . .
Constantin Chirils, Tasi

Solutia I (a autorului). Construim prin E o dreaptd paraleld cu AC care
intersecteazi AD si CD in P si Q. In AEBA si EQB, EBA = E/B>Q si EAB =
= EQB (= ACB). Cum [EB] = [EB], AAEB = ABEQ (ULU), deci [EA] = [EQ].
Deoarece AABD este isoscel, BAD = BDA. Cum EAB = @, obtinem c&
EAP = @, si deoarece CAD = E/P\A, AEAP este isoscel, deci [FA] = [EP)].
Urmeazd cid [EP] = [EQ), adici [DE] este mediand in ADPQ si atunci dreapta DE
injumititeste segmentul [AC| paralel cu "baza" PQ.

Solutia a IT-a. Fie {A'} = BC N AE
si {F} = ABN DE. Deoarece AABC ~

b
~ AA'BA, putem scrie: ﬁ j % =771

de unde A’A = % si A’B = %. Conform ___---
teoremei lui Menelaus, avem: DB E—A/ = e

’ DA’ EA D )
_ B sapa g pE) cum 2B _ ¢ g P4

FA DA c+c?/a EA T

bisectoarei) s o FB
1Sectoarel rezulta ca — =
’ FA

o Pentru a dovedi c& M € DE, ardtdm ci
a+c
punctele D, M, FE sunt coliniare utilizadnd reciproca teoremei lui Menelaus relativ la
DB MC FA
AABC; intr-adevir, avem DC A FB - _c—i(ia -1- a—i—c =1.
G30. Fie triunghiul ABoBy dreptunghic in By si triunghiurile AB;B;+1 cu
BiBi—i-l 1 ABi, Vi e N*, iar m(BiABH_l) =30°,Vie N.
a) Demonstrali ca punctele A, B, §i B, sunt coliniare, unde ¢ =2 (n3 —-n+ 1),
= 32002 _ 32000 4 31998 _ 31996 4 4 32 _ 30
b) Aflati aria triunghiului ABsooi Baooz functie de a = ByBj.
Romanta Ghita si Ioan Ghiti, Blaj
Solutie. a) Observdm mai intai ci daci ¢ € N, ¢ = 12¢1 + 1, 1,71 € N,
0 <ry <12, atunci By, € [AB;]. Deoarece ¢ =2n(n+1)(n —1)4+2, ¢ = M12+2 i
Bs € [ABg]. In plus, r = 8 (32000 4 3199 4 ... 4 30) = My, + 8 si Bg € [AB,]. Cum
By, A, Bg sunt coliniare, B,, A si B, sunt de asemenea coliniare.
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b) Observam cd AAB;B; 1 ~ AAB;11B;12, Vi € N, raportul de aseménare fiind

2\/5 2\/§ 2-2001 24001 )
Y 'SAB()Bl

- Atunci SaB,o; Bagoe = 3 = 32001 ¢

G31. Se considerd un triunghi isoscel ABC' cu baza BC = 2v/2 ecm. Fie punctele
variabile M € (AB) si N € (AC) astfel incit [AM] = [CN]. Fie O mijlocul
segmentului [MN] si P intersectia dreptelor AO gi BC. Aflati perimetrul ANABC
stiind cd aria minimd a reuniunii suprafetelor triunghiulare [M BP] gi [NCP] este

2
V3 e, Adriana Maxiniuc, Botosani
Solutie. Fie NQ || AB, Q € (BC). Atunci ]VQ\C = ABC si cum ABC = A/C'§,
ANQC este isoscel, deci [NC|=[NQ]. Deoarece [NC|=[AM], rezultd ci [NQ|=[AM]
gicum NQ || AM, ANQM este paralelogram. Notdm AQNMN = {O’}. Atunci O’
injuméititeste [MN], deci O’ = O si atunci P = Q, deci AM PN este paralelogram.
Deoarece Syrpp+Sncp+Sannp=5apc=constant, aria din enunt, este minima
cand Sannp este maximi. Cum Sapnp = AM-AN sin BAC = AM (AC — AM) x

X sin @, iar AM (AC — AM) este maxim cand AM = A—QC, rezultd c& Sapnp
este maximi atunci cAnd M gi N sunt mijloacele segmentelor [AB], respectiv [AC],
C . Atunci minimul ariei din enunt este de asemenea C, deci
lungimea indl{imii din A este V6 cm. Rezultd AB = 2v/2 cm, iar Page = 6v/2 cm.

G32. Fie patrulaterul convex ABCD cu m(ﬁ) = m(lA)) = 90°, M un punct pe
dreapta AD, iar N € BC astfel incat MN 1 BC. Ardtati cd Scyp > SAND-

Neculai Roman, Mircesti (Tasi)

Solutie (Constantin Tonu, elev, Iasi). Patrulaterul ABCD este dreptunghi

V3.

cu valoarea

1
sau trapez dreptunghic. Fie N’ proiectia lui N pe AD; atunci Scpp = 3 MN - BC,
1 .
SAND = 3 NN'-AD. Insi MN > NN', iar BC > AD, de unde concluzia.

G33. In triunghiul ABC cu m(A) = 2a, fie D € (BC) piciorul bisectoarei
unghiului A, iar M, N puncte pe (AB) respectiv (AC). Dacd {P} = ADNMN,
1 1 2cosa o ’ .

Vi + AN = AP (in legaturd cu C:2402 din G.M. 5-6/2001).

2AM - AN A
Solutie. Relatia se scrie AP = TN T AN cos =, egalitate adevaratd, deoarece

[AP] este bisectoare in triunghiul AMN.

G34. In triunghiul ABC avind m(@) = 135° se inscrie pdtratul M N PQ cu
M,N € (BC), P e (CA) si Q € (AB). Ardatati ca:
AM _ b+cV2 s BM ¢ AM

AN ~ 4 b2’ CN b AN’

demonstrati cd

Mihaela Bucitaru, Iasi

10
Temistocle Birsan, Iasi
Solutie. Deoarece m(@) = 135°, A este pe cercul circumscris pétratului.
Observiam de aici ci m(m) = m(]\m) = m(W) =45°. Notdm [ = M N.
1° Deoarece APMQ@ este inscriptibil, AM - PQ = AP - M@ + AQ - M P, deci
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B AP AQ AP b . AQ ¢
AM = Z(PQ—I—ﬂPQ). Deoarece AAQP ANAPC, PO " a si PO @

l l
Atunci AM = - (b + \/ic) Analog obtinem c& AN = - (\/ib + c), de unde rezultd
concluzia. BM AM ON
2° Utilizand teorema sinusurilor in AABM i NACN, — = — sl — =
sin 45° sin B ° sin45°
AN At . BM  AM sinC_E AM
“sine YMUCN T AN sinB b AN

G35. Fie [ABCD] un tetraedru. In planele (ABC), (ADC), (ADB) consideram
tangentele in A la cercurile circumscrise triunghiurilor ABC', ADC respectiv ADB,

MB
care intersecteazd dreptele BC, CD, DB in M, N respectiv P. Notdim x = —,
MC
_Ne z—PD Sd se arate cd 1 + ! + 1 >1
Y=ND T Pa 1tz 1+y 1+z-
Marian Ionescu, Pitesti
R MB AB MA
Solutie. In planul (ABC), observim ¢ AAM B~ ACM A, deci VA AC IO
At MB _ MB MA AB\? . AB? AC?
tunci UC = MAC -\ o ,decix = a2 si analog deducem ca y = DT’
z= A—D2 rin urmare xyz = 1. Observdm ci L + L _ 1, deci inegalitatea
=155 P yz = 1. T el g
1 1
de demonstrat se reduce la + > , care se obtine prin calcul direct.

1+y 1+2 7 1+4+yz

B. Nivel liceal

L21. Rezolvati in N? ecuatia a® + 3b*> = 2", unde n € N este fizat.

Gheorghe Iurea, Iasi

Solutie (datd de Andrei Nedelcu, Iagi). Daci a gi b au paritdti diferite,
atunci n = 0 si avem solutia a = 1, b = 0. Dacd n > 0, atunci a, b au aceeasi
paritate si atunci fie a +b = 2z, x € N* i @ — b = 2y, y € Z. Inlocuind, obtinem
4 (:E2 —xy —|—y2) =2" de unde n > 2. Fie d = (z,y); avem ci d = 2°, 2s < n—2, iar
x =25,y = 2%y, cu(x1,y1) = 1. Inlocuind din nou, gisim X2 —myy+yP = 2022
si cum membrul stang este impar, n = 2 (s + 1) este numér par, iar 7 —21y; +y7 = 1.
Fiindcd 1,91 € N, cu 21 # 0, obtinem ci x; = y; = 1 sau 1 = 1, y; = 0, cu solutiile
corespunzitoare a = 2/2, b = (), respectiv a = b = 2"52 .

Cu aceastd tehnici putem aborda rezolvarea ecuatiei in Q2. S& observim mai
intai ci este suficient si gisim solutiile (a,b) € Q%, celelalte solutii fiind de forma

(_a’b>7 (av _b)v (—(L,—b). Fie a = Ev b= ga cuzxy,z,we N, (:L',Z) = (yaw) =L
z

w
Se observi ugor ci z = w si ecuatia devine 2% + 3y? = 2" - 22 (x). Pentru n = 0,
putem scrie z2 —y? = 22 —4y?, i. e. (z —y) (z +y) = (2 — 2y) (z + 2y). Daci z =y,
atunci z = 2y, deci a = b = =. Dacd x # y, atunci Y 22y
z—2y r+y
T = k(m2—4mn—|—n2), y = k(mQ—nQ), z = 2k(m2 —mn+n2), cu k,m,n €7
astfel incat x,y, z > 0.

Fie n # 0; atunci x, y au aceeasi paritate i fie z + y = 2o, * — y = 28. Prin
inlocuire in (x), obtinem 4 (a2 —af + 52) = 2722, Daci n impar, aceastd ecuatie

m
= —, de unde
n

N —
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nu are solutii, deoarece in membrul stang si in 22 factorul 2 apare numai la pu-
teri pare. Dac# n este par, fie (o, 8) = 2° z = 2"z, cu z; impar si atunci 4 -
2% (af — a1y +ﬁf) =27.2222 deci 25 + 2 = n + 2r, iar of — a3, + B] = 23,
cu solutia z1 = k (m? —mn +n?), iar (a1, 8,) = (k (m? —n?) ,k (2mn — n?)) sau
invers etc.

Nota. Solutie corectd s-a primit de la Alin Iacob, elev, lagi.

L22. Fie n € N un numdr scris in baza 10. Acestui numar i addugam la sfarsit
147, numdrului obtinut i addugdm din nou la sfarsit 147 si asa mai departe. Ardtati
cd printre numerele astfel obtinute existd numere compuse.

Adrian Zanoschi, Iasi

Solutie. Avem n; = 1000n + 147 = 37(27Tn+4) + n — 1, de unde obtinem
cing = n—1 (mod37). Apoi mny = 1000n; + 147 = 37(2Tny +4) + ny — 1,
deci no =n; — 1 (mod37) =n — 2 (mod 37) si aga mai departe. Astfel obtinem c&
numerele din sirul construit sunt congruente, modulo 37, cun—1,n—2, ... ,n—37,
... , deci existd printre ele numere divizibile cu 37, adicd numere compuse.

L23. Fie f: R — R o functie periodicd de perioadd principald T astfel incdt pe
[0,T] f se anuleazd de un numdar finit de ori si fie (x,),~,; un sir de numere reale
nenule. Ardtati cd existd o € R astfel incat f(oxy) - f (o +zy) #0Vn € N*.

Paul Georgescu si Iuliana Georgescu, lasi

Solutie. Fie {a1,as,...,a;} multimea pe care f se anuleazd in [0, 7] si fie
oo 00 @ T ook
A= Y2 7) U i—a,+T7) | .
(TQIH(%JF% >> (TlL_Ju_Ul(a T+ ))

Inss G + —7Zsi a; — x, + TZ sunt multimi numarabile, Vi € 1,k, Vn € N*, deci si
A est:gnrlumg?abilé. Cum R este nenumirabild, R\ A # 0.

Fie @« € R\ A. Atunci « ¢ z—i + %Z, Vi € 1,k, ¥n € N*, deci oz, ¢ a; + TZ,
Vi € 1,k, Yn € N*| ceea ce inseamni ci f (axy) # 0, Vn € N*. Analog deducem c&
fla+xz,) #0, Vn € N*| de unde rezultd concluzia problemei.

L24. Fie A, B € M,, (R) matrice nesingulare cu det A+det B =0. Existd o > 0

tfel incat A’B — B?A = aA?
astfel inca « Citilin Calistru, Iasi

Solutie. Presupunem prin reducere la absurd ci existd o > 0 astfel ca A2B—
—B%A = aA. Inmultind la dreapta cu A%, obtinem ci A2BA~! = B? + al,,. Insi

det (B? + al,,) = det (B + iy/al,) det (B — iv/al,) = |det (B +ival,)|?,
iar det (AQBA_l) = det Adet B = — (det A)2 < 0, contradictie.
L25. Fie A € M, (R) o matrice cu proprietatea cd existd m € N, m > 3

si a € R, |a| < 1, astfel incit A™H — aA™ — A+ I, = O,. Sd se arate cd

det A| = 1.
[det 4] Lucian Georges Lidunca, Iagi
)"

Solutie. Fie P4 (X) = det (XI—A) = (X —a)"™ (X —2)" .. (X — 2
polinomul caracteristic al matricei A. Cum z1,%s,...,z; sunt ridicini gi ale lui
m.4, polinomul minimal al matricei A peste C, iar m 4 divide X™+! —aX™ —aA+1,
rezultd c& x1,x2,...,x; au modulele egale cu 1, deoarce ultimul polinom are toate
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k k1, k2

rddicinile de modul 1. Dar P4 (0) = det (—A4) = (—I)Zi:1 fakighe aF Atunc
det (—A) = (—1)"det A = (—1)25:1 Mo ghighe .zf', de unde |det A = 1.

L26. Fie f : S, — S, endomorfism astfel incdt existd T € S, pentru care
(fof)(o) = Tor™t, Yo € S,. Ardtati cd f are un punct fix (i.e.FJw € S,

fw)=w). Ovidiu Munteanu, Bragsov

Solutie. Fie 7 € S,, cu proprietatea din enunt. Este usor de observat ci functia
¢ : Sy — Sp, (o) = Tor~! este bijectivd. Relatia din enunt se scrie sub forma
fof =, de unde rezultd ci f este bijectiva.

Pentru o € S, (fofof)(0) = flplo)) = f(ror) = f(r) f (o) F (v
si, de asemenea, (fofof)(o) = ¢(f(0)) = 7f(0)77!. Rezultd de aici ci
f@O) flo)f(r7Y) = 7f(o)r7!, VYo € 5, si, deoarece f este surjectivi,
f@pf(r7Y) =7pr7 1, ¥p € Sp. Decilr 1 f (1) p=p[r7 f(7)], Vp € S, si cum
771 (1) comutd cu toate elementele lui S,,, 7= f (7) = e. Obtinem ci f (1) = 7.

L27. Fie (A, +,-) un inel cu unitate si n,k € N*, k impar, astfel incit z"+% = 2™,
Vax€A. Sd se arate cd 21 = 2, Vo € A (in legdturd cu C: 1896 din G.M. nr.1/1997).

Dragos Deliu si Marian Tetiva, Barlad

Solutie. Dacd n = 1, nu avem nimic de demonstrat. Fie acum n > 2. Deoarece
(=1)"** = (=1)", iar n si n + k au paritati diferite, avem ¢ —1 =1, deci 1+ 1 =0
si in concluzie 2a = a +a =0, Va € A.

Demonstr#m acum ci in inelul A este valabild implicatia z2 = 0 = = = 0. Intr-
adevir, fie x € A astfel ca 2 = 0. Atunci 2° =0, Vs € N, s > 2 si aplicand formula
binomiald rezults & (1+z)” = 1+ px, Vp € N. Cum (142)""* = (1+2)" din
ipotezd, obtinem ci 1+ (n — k) x = 1 + nz, de unde kx = 0. Deoarece k este impar
si 2z = 0, rezultd imediat cd = 0, deci implicatia este dovedit4.

Din ipotezd, z"t* = z™, Vo € A, deci si ™% = 2™, Vo € A, pentru m > n.
Vom avea atunci

(xn+k—1 _ xn—1)2 _ (x2n+k—2+k _ x2n+k—2) _ (xZn—2+k _ $2n—2) —0,

n—1.

nbk—l _ gl = z" ! repetand

ceea ce implicd = x = 0. Am obtinut ci =z
rationamentul obtinem ci 2" t+=2 = g2 . 2Ftl =z qed.
L28. Fie ABC gi A’B'C’' doud triunghiuri ascutitunghice. Dacd
a\?2 b\? c\N2_ S
(5) =(7) =2(5) =4
a b c S’

ardtati cd triunghiurile sunt asemenea.

n+k—1

Ioan Sicaleanu, Harlau
sin A _ sinB _ sinC .

oA y = T z = nC Folosind teorema
sinusurilor si formula S = 2R? sin A sin Bsin C, obtinem ci 22 > 32 > 22 > xyz. De
aici, z >y >zsizy <z Atuncigsiazy <y,deunde x < lgideciz<y<z<lI.
Deoarece AABC si AA'B’C’ sunt ascutitunghice, iar functia sinus este crescétoare
pe [0, g], dinz <1,y <1, 2 < 1 obtinem ¢ m(A) < m(jﬁl\’), m(B) < m(B\’),
m(C) < m(C’). Cum m(A) + m(B) + m(C) = m(A’) + m(B') + m(C") = 180°,
rezulti ci m(A) = m(A7), m(B) = m(B'), m(C) = m(C"), deci cele dous triunghiuri
sunt asemenea.

Solutie. Notdm cu =z =
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Nota. Solutie corectd s-a primit de la Alin Iacob, elev, lasi.

L29. Fie ABC un triunghi, iar C un cerc tangent laturilor [AB] gi [AC] in F,
respectiv E gi care intersecteazd latura [BC| in M si N. Fie X un punct interior
triunghiului astfel incdt existd un cerc Cy tangent laturilor [XB] ¢i [XC] in Z, re-
spectiv 'Y gi care taie [BC| tot in M si N. Demonstrati cd patrulaterul EFZY este

inscriptibil.
P Neculai Roman, Mircesti, (Iasi)

Solutie. Daci [AB] = [AC], punctul X va fi in mod necesar pe axa triunghiului
ABC (altfel C; n-ar exista). Ca urmare, patrulaterul EFZY este trapez isoscel, deci
este inscriptibil. Fie acum [AB] # [AC] si fie {K} = FEN BC, {K'} = ZY N BC
(K’ existd deoarce triunghiul X BC' nu va fi nici el isoscel). Aplicand teorema lui

KB EC FA
Menelaus pentru AABC' cu transversala KF'E obtinem — - — - —— = 1, deci
KB FB KC FA FB
XC ~ B Aplicand teorema lui Menelaus pentru AX BC' cu transversala KZY
K'B YC ZX K'B ZB
bti — . — .2 —1. deci —— = —. Dar FB = ZB si YC = EC
obtinem zmE yx 7z - D Ro T yvo M Yn 1B
(deoarece B si C apartin axei radicale a cercurilor C; si C), prin urmare — =

KC K'C’
de unde K = K’. Deoarece K se afld pe axa radicald a cercurilor C; si C, avem
KE -KF =KY - KZ, deci punctele F, F', Y, Z sunt conciclice.

Nota. Solutie corectdl s-a primit de la Alin Iacob, elev, lagi.

L30. Fie ABC un triunghi echilateral, iar P un punct tn planul triunghiului. No-
tam cu Ay, By, Cy simetricele lui P fatd de BC, CA si respectiv AB. Sd se arate
cd se poate forma un triunghi avand lungimile laturilor egale cu AA1, BBy, CC;.

Constantin Cocea, Iasi

Solutie. Fie A(a), B(b), C(c), P(p) si fie O(0) centrul cercului circumscris
AABC. Putem presupune, fird a restrange generalitatea, ci a =1, b = w, ¢ = w?.
Avem Ao = g_; = 1/27 i/c = —bc, de unde Apa, = bc, deoarece PA; L BC.
Fie {A’} = PA;NBC. Ecuatia dreptei BC este z—b = —bc (Z — 3) si poate fi rescrisd
sub forma z + bcz = b+ ¢. Ecuatia dreptei PA; este z — p = be(Z — D). De aici

obtinem c4 afixul o/ al punctului A’ este dat de egalitatea a’ = 3 (b+c+p—bep).
p+ai

Cum o = , unde a; este afixul punctului A, urmeazd cd a1 = b+ ¢ — bep si
in mod similar, by = c+ a — cap, ¢c; = a + b — abp.

De aici, (@ — a1)+(b — b1)+(c — ¢1) = 0 siseobtine ci |a — a1]|+|b — b1| > |c — 1],
de unde AA;+BB;>CC;. Analog obtinem ci AA;+CCy > BB, si BB1+CC{ > AA;,
ceea ce trebuia demonstrat.

L31. Fie (an),~, un sir de numere reale astfel incit a1 = a > 1, apy1 =

A

= . a
= an+ a7t — 1, Vn € N*, unde p € N, p > 2. Sd se calculeze lim — (in

n—oo NP
legaturd cu C:1463 din G.M.nr.11/1993).
Viorel Cornea si Dan Stefan Marinescu, Hunedoara
Solutie. Deoarece a > 1, putem demonstra prin inductie c& a, > 1, Vn > 1,

A < —1 . g o
de unde, tinand seama ci a,i1 — a, = Vah = — 1, obtinem ci sirul (an)n21 este
strict crescdtor. Dacd (ay),~; ar fi mirginit superior, atunci ar avea o limitd finita
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I. Trecand la limitd in relatia de recurentd s-ar obtine c& | = [ + ¥/IP~1 — 1, deci
I =1, contradictie. In concluzie, lim a, = +oc.
n—oo

A . A . .. . L Qn41 1 1
Impartind acum in relatia de recurentd prin a; obtinem ca ntl 14 V _——,
Qn An  Qn

Ap4-1 a . . .
ntl _ 4. " cu ajutorul lemei lui

de unde lim Calculdm acum limita lim
n—oo (O n—oo

Cesaro - Stolz. Obbervam (&
Ap+1 — Anp

a a
I AR LT -
nTee n ”“(/n+1+</n+1an+ et

Lo Yay 1 R 1
De aici, lim = —,deci lim — = —.
n—oo n P n—oo NP pp

. . . | T4l
L32. Fie (xy,),~, un sir de numere naturale care satisface conditia [ nt ] =Ty,
= x

. T
Vn > 1, iar ©1 = 2. Sd se arate cd existd o > 1 pentru care lim —- =1
n—oo
Cristinel Mortici, Targoviste
. o x . R .
Solutie. Avem ci x,, < ntl < xn +1, deci 22 < @11 < 22 + z,; in particular,
. . . " n— IHSC .
putem deduce prin inductie ci x, > 22 1, Vn > 1. Notidm y, = 2nn Atunci
In (p41/22) i In(1+1/z,) 1
Unil = Un = oo o ded 0Syn —yn < ——0 PRCTESE

Se obtine cd (yn)n>1, este monoton crescator si, in plus

1
yn+1—y1+z yk+1—yk)<y1+zzk+1,
k=1

de unde yp4+1 < y1 +1/2, adicd (yy,),,~, este marginit superior. Deducem c& (yn),,~,
este convergent si fie In o limita sa, o > 1. Deoarece -

p—1 p—1 1
Yntp —Yn = Z (Yn+k+1 = Yntk) < Z W’
k=0 k=0
obtinem c& Yn4p —Yn < o . Cum (yy,),,>, este monoton crescitor, pentru p — oo
T
. y . Inz, .
obtinem cd 0 < lna — ¥y, < . De aici, 0 < Ina — < ———, deci
:En 2" 27l -Tn 27l
a?" 1 a?" T
0 <In— < —. Pentru n — oo obtinem c& lim In — =0, deci lim —w = 1.
x x n—oo In n—oo (¥

L33. Fie m € N, m > 2 fizat. Ardtali cd solutiile continue ale ecuatiei
functionale

f(Zm:$l>+ Z flx —xj) (Zf:rz>,in€R,i—l,m,
i=1

1<i<j<m

72



¢ ile d — ca?, cu c €R.
sunt functiile de forma f(z) = cx?, cu c Adrian Corduneany, Tasi

Solutie. Pentru x1 = 29 = ... = x,,, = 0, obtinem ci f (0) + C2, f (0) = m?f (0),
deci f(0) = 0. Pentru 1 = 2 = ... = Zyp—1 = 0 si @, = z, obtinem ci
f@)+(m—1)f(—x) = mf(z), Vx € R, deci f(—z) = f(x), Vz € R si [ este
functie pard. Este deci suficient si determindm f pe (0, 00).

Notdm f(1) = ¢. Pentru zy = 9 = 1 ¢i 3 = ... = z,, = 0, obtinem c&
F(2)+ (m—2)f(1) =2mf (1), deci f(2) = 4c = c-2°. Pentru 11y = n, 2o = 1 i
Tyg=...=Tpy =0,0obtinemcd f(n+1)+(m—-2)f(n)+f(n—1)+(m—-2)f(1) =

=m(f(n)+ f(1))sideci f(n+1)=2f(n)—f(n—1)4+2f(1). De aici se demon-
streazi usor prin inductie c& f (n) = en?, Vn € N.

Pentru z; = 23 = ... = z,, = x € R’ obtinem ci f (mz) = m?f (z). De aici,

2

f (1) = f(ﬁ) si, prin inductie, f (ik) = &fk), de unde f (%) = c(%) ,
m m n m m m m

Vn € N. Notam M = {m, n,k € N}. Din cele demonstrate mai sus, f (z) = ca?,

Vo € M. Demonstrim ci Vo > 0 ¢i Ve > 0, Jz. € M astfel ca |z — x| < . Fie
1
ke € N astfel ca —— < min{z,e}. Conform axiomei lui Arhimede, existd n. € N
mke

n ne + 1 . n
;z <z < Ek ,deci 0 <z — —
mhie mPe

1 n
astfel ca < —— < g, de unde ’:L' - —l<e

mbke  mbke mbe

n
Rezultd c& putem alege z. = —’i Pentru ¢ = T I € N, obtinem ca 3(z;),5; C M
mke >

1
astfel ca |z — x| < =, VI > 1, deci &y — x pentru | — oo. Cum f (z;) = cz?, iar f

l

este continud, obtinem ci f (z) = cz?. In concluzie, f () = ca?, Vo € R.
L34. Se considerd sirul de functii (fn),cn, fn @ [=2,00) — R definit prin fo (z) =
=u, fn(x) =2+ fn_1 (), Yn > 1. Notam
1+ lim (fn_(x)>4 , dacd z € [-2,2]
fay=4 T )
lim [3— f, ()], dacii = € (2,0)
n—oo
Ardtati ca f () defineste o functie pe [—2,00) si cercetati dacd aceastd functie admite
miative.
primatiue Stefan Alexe, Pitesti
Solutie. Fie mai intai © € [—2,2]. Se observid cd functia g : [0,7] — [-1,1],

g (z) = cos z este bijectiv. In concluzie, exist® un unic t = ¢ (x) € [0, 7], t = arccos BL
T t
astfel incat cost = 5 deci fo (x) = 2cost. Atunci fi (z) = /24 2cost = 2cos 3 sl

t
se demonstreaza prin inductie c& f, (x) = 2cos o
Fie acum z € (2,400). Se observd cd functia h : (0,00) — (1,00), h(z) =
ew + e—a;

=—F = chz este bijectiv. In concluzie, existd un unic ¢t = ¢ (z) € (0,00),

74
t = 1In (g—i—%) astfel incat cht = g Atunci f1 (z) = V2+2cht =

t
= V2Fel+et, deci fi(x) = e/? +eV/? = 2ch§ si se demonstreazd prin in-
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ductie ci f, () = 2ch 2%

Gdsirea expresiei functiei f se reduce la calculul unor limite elementare. Se obtine

z . z MT’Q_
cd f(x) =1+ e~arccos® 5 qacy gz € [—2,2], respectiv f(x) = e~ =3 4, daci
x € (2,+00). Cum lirr12f (x) =2, iar lirr12f (z) =1, x = 2 este punct de discontinui-
Tr— Tr—
<2 >2

tate de speta intai pentru f, deci f nu admite primitive pe [—2,+00).

L35. Sd se arate cd existd gi este unic o > 1 astfel incat

/4 e* T/t sing w2
o €¥+asinzx o €¥+asinzx 64c

tie cd 0,45 < e”™/* < 0,46).
(se stie ca © ) Gabriel Popa si Paul Georgescu, lasi

/4 T /4 :
Solutie. Notdm I =1 («) :/ S dz, J=J (a) :/ S dx;
o €*+asnx o €E*+asnzx
se deduce imediat cd I + aJ = %, Ya > 0. Observam ci
72 1 /7 72 T
[J=2 ol .= (——I) —Taer=I
64 a \1 64 8
Rimane si demonstrim ci existd un unic o > 1 astfel ca I () = g Fie0 <o <

< g < 00. Deoarece
w/4
T =Tlo) = (a2 —an) [ 7
0

obtinem cd I (a1) > I (aw2) si |1 (1) — I (a2)| < % (g — @), deci o — I () este o

e’sinx

€* + agsinx) (e* 4+ agsinz)

functie continu strict descrescédtoare pe (0, 00).

Fie a > 0si fa: [0, z} =R, fo(z)= —© . Atundg

4 e 4+ asinx
aV/2e® sin (z — 7/4)

(e* 4+ asinz)?

f(x) = <0, Vze [O,g),

deci f, este strict descrescitoare pe [O, %] Aplicand teorema de medie integralei
I(1), obtinem ci existd ¢ € (0, %) astfel ca
/4
0 e T
Z - w/4 V2 > ? ' (1)
ert + 5

s e’
IlH=-—>
(1) 4 e¢+sinc

Fie acum § € {0, g} Atunci
9 xT 71'/4 x §
e e T e
I = —d ———dz <$§ (— — 5) _—.
(@) /0 e + asinz x+/5 e + asinx TEOt 4 ed +asiné
Pentru a@ — oo obtinem cd lim I (o) < 4§ < % Tinand seama de (1), de continui-
a—00

tatea lui I («) si de stricta sa monotonie, obtinem c& existd un unic o > 1 astfel ca

I(a)= 3 de unde obtinem concluzia problemei.
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Probleme propuse

Clasele primare
P.54. Calculati a si bdacd 46 —a=36+asib—3=17—0b.
(Clasa I) inv. Doinita Spanu, Iasi

P.55. In cate moduri pot fi aranjate in linie dreaptd 9 mingi rosii si una galbeni?
(Clasa I) Georgiana Ciobanu, elevi, Iasi
P56. Cu cinci ani in urm4, suma varstelor a trei copii era de 11 ani. Care va fi

suma varstelor aceloragi copii peste 6 ani?
( Clasa a ll-a) Inv. Rodica Rotaru, Barlad

P.57. In cate moduri pot fi impartiti 8 biieti in dous echipe de cate 4 juc#tori,
dacd Petru vrea si fie in echipd cu Mihai si Dan, dar nu vrea si fie cu Avram?

( Clasa a ll-a) Adina Dohotaru, eleva, Iasi
P. 58. Si se arate cd suma 1 +4 47+ ...+ 100 impartitd la 3 d& restul 1.
( Clasa a lll-a) Alexandru - Gabriel Tudorache, elev, Iasi

P.59. Fie a ¢i b dousdl numere consecutive. Suma acestor numere impreund cu
numerele obtinute marind cu 12 fiecare dintre vecinii lor este 939. Care sunt cele
doud numere?

( Clasa a lll-a) inv. Maria Racu, Iasi

P.60. Din 16 bile, una este mai grea decat celelalte 15, care au mase egale. Care
este cel mai mic numér de cAntdriri prin care se poate stabili bila mai grea?
( Clasa a lll-a) Carmen Ciolacu, eleva, Iasi

P.61. Suma a dou& numere este un numdar de dou# cifre al ciror produs este 3.
Diferenta dintre cele doud numere este 7. Care sunt cele doud numere?
( Clasa a IV-a) Inv. Maria Racu, Iasi

P.62. Doud ceasuri au inceput s& functioneze la aceeagi ord. Se constatd cd la
fiecare 30 minute (fatd de ora exactd) unul réméane in urma cu un minut iar celilalt
avanseazd cu un minut. La un moment dat orele indicate de aceste ceasuri sunt: 18
h 36 min gi 19 h 24 min. La ce ord au inceput s& functioneze?

(Clasa a IV-a) Felicia Amih#iesei, elevi, Iasi

P.63. Alege un numar format din trei cifre. Scrie la dreapta lui un numar format
din doud cifre. Scoate din numé&rul format de 99 ori numéarul format din trei cifre.
Din rezultat scoate diferenta dintre numérul de trei cifre si numérul de doud cifre si
scrie rezultatul. Eu ifi ghicesc numé&rul format din dou# cifre. Cum se explicd acest
lucru?

(Clasa a IV-a) Prof. Petru Asaftei, Iasi

Clasa a V-a
V.41. Fie a numir natural compus astfel incat dacd p | a, cu p prim, atunci
p+1]a. SH se arate cd 12 | a gi s& se afle cel mai mare numér a de trei cifre.
Ciprian Baghiu, Iasi
V.42. Se dau numerele T7, ab scrise in baza 10 astfel incat Zg divide ab. Si se
arate cd x = y dacd si numai dacd a = b.
Ioan Sicileanu, Harliau
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V.43. S4 se afle cifrele a si b stiind ci a - b= cd si a® = de.
Romanta Ghita si Ioan Ghita, Blaj
V.44. Si se afle z,y,z € Q7 pentru care z" = yz, y" = xz, 2" =y, cun € N.
N. N. Hartan, lasi
V.45. Se dau sase urne, unele continand bile. Fie operatia: se aleg trei urne si
se pune cate o bild in fiecare dintre ele.
a) Compozitia urnelor fiind 0,0, 4, 6, 6,8, si se indice o succesiune de operatii in
urma cirora toate urnele si contind acelagi numar de bile.
b) Compozitia urnelor fiind 0,1, 2, 3,4, 4, s se arate ci nu existd o succesiune de
operatii in urma cdrora toate urnele s contind acelasi numér de bile.
Gheorghe Iurea, Iasi

Clasa a VI-a
VI.41. Pe opt cartonase sunt inscrise cite unul din numerele 1, 2, 22, 23, 3,
32, 3%, 3%, Daci P (k) este probabilitatea ca, extriigand doud cartonage, numerele
obtinute si aibd in total k divizori distincti, s& se rezolve inecuatia P (k) > 1/7.
Dumitru Dominic Bucescu, Iasi

V1.42. Fie z,y,z € N pentru care 84z + 91y + 98z = 2002. S& se afle valoarea
maxima a sumei x + y + 2.

Adrian Zanoschi, Iasi
VI1.43. Fie {a1,as,...,a,} CZ* pentrucare Vke {1,2,...,n}, 3i,5€{1,2,...,n},

i # j, astfel incat ay, = a; + a;. S& se arate cd n > 6.
Petru Asaftei, Iasi

VI1.44. Fie ABCD un paralelogram si M AB, N AD triunghiuri echilaterale con-
struite in exteriorul acestuia. Demonstrati cd [MN] = [BD] dacd si numai dacs

ND || MB.
Ciprian Baghiu, Iasi

VI1.45. Fie E, F picioarele indltimilor din B gi C' ale triunghiului ascutitunghic
ABC. Daci P, N sunt mijloacele laturilor [AB], respectiv [AC], iar {Q} = PENFN,
sd se arate ci m(ﬁ@?) = (180° —3- m(ﬁ)’ (In legaturd cu Q1086 din Parabola,

. 3/2000
nr. 5/ ) Titu Zvonaru, Bucuresti

Clasa a VII-a
a b

VII.41. Rezolvati in N? ecuatia vl + P
Alexandru Negrescu, elev, Botosani
VIL42. Si se arate ci (a® + 1) (b2 +1) (¢ + 1) > (la| + [b]) (|b] + |c]) (] + |al),

Va,b,c € R.
e Dorin Mirghidanu, Corabia

VIL.43. Pentru n € N, notdm cu s(n) num#rul de reprezentiri distincte ale
lui n ca sum# de dou& numere naturale (n = a + b si n = b + a constituie aceeasi
reprezentare). SH se arate ci:

1 - n n+1
— — =1+ (=D"; b k:[—]'[ }
@) s(m-+n) =s(m)+5(n) = 5 [1+ ()™ 0) Y st =[3] - [*5
Petru Minut, Iasi
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VII.44. Fie [AB] diametru al cercului C de centru O, N, M € C astfel incat
m(m) = 36°, iar [OM este bisectoare pentru NOB. Daci T este simetricul lui
O fatd de M N, si se arate c§ proiectia lui T' pe AB este mijlocul lui [AO].

Valentina Blendea, Iasi

VII.45. Fie AABC echilateral, iar P € (BC'). Notdm cu D, E simetricele lui P

fatd de AC, respectiv AB. Si se arate cd dreptele AP, BD gi C'E sunt concurente.
Constantin Cocea si Julieta Grigoras, Iasi

Clasa a VIII-a

VIII.41. Fie fy, fo, f3 functii liniare ale cdror grafice sunt drepte concurente
doud cate doud. Cele trei drepte sunt concurente daci si numai dacd existd unic
B € R gi existd u # v € R astfel ca

=8 _ folw)=B _ fs(u)—
fitv)=B  fao(v)=B  fa(v)—

g, cu fi(v) # B,i € {1,2,3}.
Claudiu Stefan Popa, lasi
VIIIL.42. Fie z,y,z € (0,00). S4 se arate cd
VAV . VT +
VIZ+H Ve + 22+ 2+ 22 —yz— 20 JTY+Jaz+ 22+ R+ 22 —ay —az
VY Y <.
\/_+\/y_z+\/x2+y +22—ay—yz

Lucian Tutescu, Craiova

+

VIII.43. Daca un triunghi dreptunghic are laturile numere naturale, iar suma
catetelor este pdtrat perfect, atunci suma cuburilor catetelor este sumi de doud

atrate.
palrate Andrei Nedelcu, Iasi

VIIL.44. Pe laturile [AB], [CD], [BC], [AD], [AC] si [BD] ale tetraedru-

BP A
lui ABCD se iau respectiv punctele M, N, P, Q, R, S astfel ca —— @

BC ~ AD’
AM DN AR DS . .
A5 — DO’ AC — BD Notdm cu Vi, Vo, V3, Vy, V respectiv volumele tetraedrelor

AMRQ, BPMS, CPNR, DNQS si ABCD. S4 se arate ci 212V, 1V, V3V, < V4.
Viorel Cornea si Dan Stefan Marinescu, Hunedoara

VIII.45. Fie Ay, Ao, ..., Ax puncte pe un cerc C. Si se determine o conditie
necesard si suficientd pentru a putea inscrie in C un poligon regulat cu n laturi, ce
admite punctele date ca varfuri (nu neapirat consecutive).

Irina Mustata, eleva, Iasi

Clasa a IX-a
IX.41. Pentrun € N, n > 10, notdm cu uz (n) numérul format din ultimele doud
cifre ale lui n. S& se arate ci:
a) ug (a?%%FP) = uy (a?), p € {4,5,...,23}, k€N, a € {2,3,8};
b) uz (a'%%FP) =y (a?), p € {2,3,...,11}, k € N, a € {4,9};
) ug (5™) = 25, Vn € N;
) ug (6°5F7) =y (67), p € {2,3,...,6}, k € N;
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THAP) =y (7P), p € {2,3,4,5}, k € N.
e) up ( ) uz (77), p € { 5} Ovidiu Pop, Satu Mare
1 1

1
IX.42. Fie a,b,c € R* astfel incAt a +b+c=— + 3 + -
a c

a) Dacd |abe| > 1, s§ se arate c& unul dintre numere este mai mare in modul ca
1, iar altul mai mic in modul ca 1.

b) S& fl le dacd |abc| = 1.
) Sa se afle numerele daca |abc] Marius Pachitariu, elev, Iasi

IX.43. Fie functia f: R — R, iar a € (1,00). Stiind cd
1 1
f(:cQJra:cfa) > f? <—) —f (—) +1, Vze (—o0,0),
x x
sd se arate cd f nu este injectivi. Titu Zvonaru, Bucuresti

IX.44. Dacid AABC este ascutitunghic, si se giseascd maximul expresiei
E=sinA-+vcosA+sinB-+vcosB+sinC-+cosC.

Cezar Lupu, elev, si Tudorel Lupu, Constanta
IX.45. Demonstrati ci AABC in care are loc egalitatea

Z hahbmc 1
M MpMe + hahbmc + mambic ’
suma fiind obtinutd prin permutdri circulare, iar notatiile fiind cele uzuale, este

echilateral.
Iuliana Georgescu si Paul Georgescu, lasi

Clasa a X-a 2 5
X.41. Prove the inequality ﬁ < ( : , where the Fibonacci numbers F,
n—1"4'n

are defined by Fo = Fy =1, Fry1 = F, + Fh—1,n > 1.
Zdravko Starc, Vrsac, Serbia and Muntenegro
X.42. Si se rezolve ecuatia 2[%1 4 6[*] 4 7l#] = 3lo] 4 4l#] 4 gl],
Daniel Jinga, Pitesti
X.43. Fie f o functie reald nenuld cu proprietatea ci
flety—ay)=f+y)—f(z)f(y), Vz,yeR

2
S& se calculeze f ( 003).

2002 Adrian Zanoschi, Iasi

X.44. Urnele Uy,Us, ..., U, contin fiecare cate a bile albe si b bile negre. Din
fiecare urna se extrage cate o bila care se depune intr-o altd urnd U. Din urna U se
scoate o bild si se constatd ci este albd. Care este compozitia cea mai probabild a

urnei U?
Petru Minut, Iasi

X.45. Se considerad triunghiul ascutitunghic ABC. S& se arate ci existd un
triunghi A’B’C" astfel incat A’ € (BC), B’ € (AC), C' € (AB), iar m(AC'B’) =

= m(ﬂ@’) = m(@’) =« € (0,90]. Dacd in plus AABC este echilateral, si se
calculeze lungimile laturilor AA’B’'C” in functie de a = BC si a.. (In legaturd cu o

problemd propusd la O. N. M., 2002) Dan Popescu, Suceava
9
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Clasa a XI-a
X1.41. Fie Ay, Ag, ..., Ap € M, (Z) astfel incat Z Ag(l)Ag(g) e Ag(k) = 1I,,

€Sy .
unde Sy este multimea permutérilor de ordin k. S& se arate cd n : k.

Vladimir Martinusi, Iasi

XI.42. Prin punctele M; si My ale unei elipse se duc normalele la elipsi, care
intersecteazii una din axele de simetrie ale acesteia in M, respectiv Mj. Si se
arate ci mediatoarea segmentului [M7Ms] trece prin mijlocul lui [M]Mj]. Rdmane
proprietatea adevaratd pentru hiperbold sau pentru paraboli?

Gheorghe Costovici, lasi

X1.43. Considerdm sirul de functii f, : (0,00) = R, f,, () =nz+Ilnxz — (n — 1)
si fie x,, solutia unicd a ecuatiei f,, () = 0. Si se calculeze limitele girurilor (x,), <,

st ((Tn)") 1
vzt Angela Tigderu, Suceava

XTI.44. Si se determine functiile continue f : (0, 00) — (0, 00) pentru care f (z) =

=f (V222 =2z +1), Vz > 0.

X1.45. Fie k € N, k > 2 si numerele reale pozitive ay, aso, ..., ag, by, ba, ..., b cu
a1 < as < -++ < ag. Definim z,, = ’\‘/bla? +boay + ... + bra}.
a) Sd se demonstreze ¢ lim x,, = ay;

Marian Ursarescu, Roman

n—oo
b) S& se arate c& lim n(x, — ar) = ax Inby;
n—oo
ar "
¢) Dacd by, = 1, are loc lim n (p — ag) = arbr_1.

Marian Tetiva, Barlad
Clasa a XII-a
XTII.41. S& se calculeze /
n € N*.

(14+z)(1+2?)... (1+z2n_1)

n

= dz, unde z € [1, 00),

Oana Marangoci, studenta, Iasi

5 T

X1I1.42. Fie f: |:7T, Iﬂ} — R o functie continu& pentru care/ f(z)sin 2z dx = %

)
S4 se arate cd existd ¢ € <7r, %) astfel incat f (c) € (1,2).
Mihai Haivas, Iasi

XTII.43. S& se arate ci
1 .
1-— 1n_a g/ =% dx < arctg vina lna7 Va > 1.

0 Vina

Petru Raducanu, Iasi

XTII.44. Si se afle numérul rad#cinilor reale ale polinomului P € Z[X] de grad
minim, care admite ridicina o + «, unde « verifici ecuatia x> —x + 1 = 0.
Laurentiu Modan, Bucuresti

XII.45. Fie o € S5. Sd se arate ci o2 are puncte fixe dac# si numai dacs o2 are

uncte fixe.
P x Paul Georgescu si Gabriel Popa, Iasi

79



Probleme pentru pregatirea concursurilor

A. Nivel gimnazial
G46. Determinati ultimele cinci cifre ale numé&rului

A= 72000 + 72001 + 72002 + 72003.

Viorel Cornea si Dan Stefan Marinescu, Hunedoara

GA47. Determinati valorile parametrilor a,b € Z pentru care solutiile sistemului
y . J— b x
) y - T + 1

sunt in Z x Z.
Temistocle Birsan, Iasi

G48. Fie A C (0,00) o multime care contine si avand proprietatea c#, dacd

2003
1
% € A (a,b € N*), atunci a—;)_ € Asi 2%) € A. Si se arate ca A D Q7.
Gheorghe Iurea, Iasi
G49. Fie x1,22,..., 2,41 € RY astfel incat o1 + 22 +... +2pp1 < (0 +2)m, iar

n+4 . o v
M?, unde m = minz;, M = maxx;. Si se arate ci

x%+x%+...+x%+1 <

exact n dintre numerele date sunt egale.
Eugen Jecan, Dej

G50. Fiea € N, a > 3. Si se arate ci
[\/an—i—l] = [\/an—&—ﬂ =...= [\/an—i—a—l], VneN & a€{3,4}.
Ovidiu Pop, Satu Mare

3
G51. Fie a,b,c € [l—o,oo> cua+b+c=1. S8 se arate c&

3
< ava+be+bVb+ ca+ cve+ab < 1

wl N

Gabriel Dospinescu, elev, Onesti

G52. Se considerd o piramidd formatd din patrate 1 x 1,
avand n trepte, pe treapta k existand 2k — 1 pitrate (in figura,
n = 4). Aflati num#rul minim de dreptunghiuri, fiecare alcituit
numai din cisute intregi, in care poate fi impdartitd tabla. |

Adrian Zahariuc, elev, Baciu

G53. Fie ABCD un pitrat de laturd 70. S& se arate ci existd o multime de
patrate Py = {AiBiCiDi | A;B; =i, i = I,_k} care si aibd suma ariilor egala cu aria
patratului dat. Putem acoperi patratul ABCD cu elementele multimii Py,?

Petru Asaftei, lasi

G54. Si se arate cd nu putem alege nici un punct in interiorul triunghiului
echilateral ABC de laturd [ < 10, care si aiba distantele la varfuri numere prime
distincte.

Doru Buzac, Iasi

G55. Printr-un punct situat in interiorul unui tetraedru se duc planele paralele cu
fetele tatraedrului. Dacd Vi, V3, V3, V4 sunt volumele tetraedrelor unic determinate
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de aceste plane, iar V' este volumul tetraedrului dat, sd se arate ca
V<16(Vi4+Va+ Vs +Vy).
Neculai Roman, Mircesti (Tasi)

B. Nivel liceal

L46. Fie ABCD un patrulater inscriptibil. Bisectoarele unghiurilor A si B se
intersecteazé intr-un punct situat pe latura [C'D]. Si se arate cd CD = AD + BC.
Mircea Becheanu, Bucuresti

L47. Dacd un triunghi are pétratele laturilor in progresie aritmeticad, atunci
simetricul centrului de greutate fatd de latura mijlocie se afld pe cercul circumscris
triunghiului.

Gabriel Popa si Paul Georgescu, lasi

L48. Fie R, r, Ry raza cercului circumscris AABC, raza cercului inscris AABC,
respectiv raza cercului circumscris ADEF determinat de picioarele bisectoarelor
interioare ale AABC. Si se arate cd R/2 > Ry > r.

Marian Tetiva, Barlad

L49. Intr-un pitrat 10 x 10 se inscriu numerele 1,2,3,...,100 in aga fel incat
oricare doud numere consecutive si se afle in cisute vecine. Demonstrati cd existd o
linie sau o coloand ce contine mécar doud péatrate perfecte.

Adrian Zahariuc, elev, Baciu

L50. Fie (an),~; 0 progresie aritmeticd avand a; = 5, r = 2002. Pentru un
element b al progresiei, si se arate ci b™ apartine progresiei dacd si numai dacd
60 | m — 1.

Mihai Piticari, C-lung Moldovenesc

L51. Fie A, B € M5 (R) dou# matrice care comut si pentru care det (A2 + B2) <
< (det A + det B)z. S& se arate cd A 4+ yB este matrice nesingulari, Vz,y € R*.

Catalin Calistru, Iasi

L52. Fie Q € C[X] un polinom de grad m avand r&dicinile distincte. S& se
determine cardinalul multimii

E={PecC[X]|3AeM,(C) a. i. Q(A) =0, si P(X) =det (XI, — A)}.

Ovidiu Munteanu, Bragsov

L53. Fie n > 2 si (A, +,) un inel comutativ cu n? elemente, care are cel mult
n — 2 divizori ai lui zero. S& se arate ci A este corp.

Gabriel Dospinescu, elev, Onesgti

L54. Fie f : R — R o functie cu derivata continui pentru care f (z) # 0, Vo # 0.
S& se determine functiile continue ¢ : R — R care satisfac identitatea

| [ ewa-tow| = 10| [ e0a-tow)|. veyer

unde a # 0 este o constantd data.
Adrian Corduneanu, lasi

a—l. a

L55. Fi 0 1}. Definim sirul (z,, i = =
L ie a € (0,00) \ {1}. Definim sirul (= )n21 prin xg a na

——— -1, Vn > 1. Ardtati cd girul este convergent gi calculati lim z, si lim nz,.
hl a n—00 n—oo

71'77,

Gheorghe Iurea, Iasi
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Premii acordate de FUNDATIA POIANA

Fundatia Poiana, prin d-1 Dan Tiba, pune la dispozitia revistei "Recreatii
matematice” suma de 100 € care se constituie ca fond de premii acordate elevilor -
colaboratori care se disting prin calitatea articolelor, notelor si problemelor originale
apdrute in paginile revistei.

Redactia revistei decide premierea cu cate 1 000 000 lei a urmatorilor elevi:

1. DOSPINESCU Gabriel (Liceul "D. Cantemir”, Onesti)
— Combinatoric# ... algebricd (RecMat 2/2003, 19-22),
— probleme propuse: G.51, L..53;

2. PACHITARIU Marius (Colegiul National, lasi)
— Cateva aplicatii ale teoremei lui Casey (RecMat 1/2003, 30-31),
— probleme propuse: 1X.37, 1X.42;

3. CARJA OANA (Colegiul National "C. Negruzzi", Iasi)
— Aplicatii ale rotatiei planului complex (RecMat 2/2002, 21-23),
— Un procedeu de calcul al limitelor unor giruri de forma (a1 — an)n>1
(RecMat 2/2003, 23-24).

Premiile se pot ridica direct de la redactie sau pot fi trimise prin mandat postal.

Premii acordate rezolvitorilor

Pentru aparitia de trei ori la rubrica "Pagina rezolvitorilor” redactia revistei
"Recreatii matematice” acordd o diploma si un premiu in cirti elevei
SOFICU Crina Maria (Scoala nr.3 "Al. Viehutd", clasa a IV-a, Iasi):
— RecMat 1/2002 (6 pb), 2/2002 (6 pb), 1/2003 (5 pb).

Cartile au fost oferite de citre

Editura PARALELA 45
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Pagina rezolvitorilor

BOTOSANI
Scoala nr. 7 "Octav Bancild". Clasa a VIII-a. NEGRESCU Alexandru: VI(31,
37), VII(31,36,38), VIII(31,33,37), IX.31, G(23,26,27,33,38-41).

CRAIOVA

Colegiul National "Fratii Buzesti”. Clasa a V-a. AL KHATIB Anne Marie:
P(51,53), V(36,37,39); BAZA-VERDE Daniela: P(50-53), V.36; DECA Alexandra
Maria: P(51-53), V(37,40); PATRASCU Andrada: P(50-53), V.37. Clasa a VI-a.
POPESCU Mihnea: V.37, VI(37-40). Clasa a VII-a. VASILE Teodor: VI(37-40),
VII(39,40).

Seoala nr. 22 "M. Eliade”. Clasa a III-a (inv. STAICU Angela). STANCIU
Toan: P(44-50,52,53).

IASI

Colegiul National. Clasa a VII-a. COSBUC Mircea: VI(36-40), VII(37-40),
VIIL.37; TANUS Andrada: VI(36-39), VI1.40; PRELIPCEAN Cristina: VI(37,38,40),
VII(36-40), G.40. Clasa a VIII-a. ANDRIES Delia: VI(36-39), VIL.36, G.40;
APETROAEI Georgiana: VII(36,39,40), VII1(39,40); BALAN Doru: VI(36,39),
VIL38, VIIL40, G.40; BALANIUC Dragos: VI(36-38,40), VIL.39; BATRANU Midi-
lina: VI(36-40), VII(36,39), VIIL.37; BELCESCU Cosmin Cezar: VI(37,38), VII(36-
38,40); CHELSAU Ariel: VI(37,38), VII(36,38,39); CHIRUTA Marta: VI(36,38),
VII(36,38-40), VIIL.37; CHITIC lonut: VI(36,38,40); VII(36-39); VIIL37; CON-
STANTIN Diana: VIL.39, VIII(37-40); CROITORU Cosmina: VI(36-39), VII(36,
38), VIIL36, G(37,40,42); DOBRILA Tudor: VI(36,38,40), VII(38,40), VIIL39; DO-
DEA Andreea: VL40, VII(38,40), VIIL36, G.40; FALTICEANU Paul: VI(36-40),
VII.40; FLORESCU Darian: VI(37-40), VII(36,38,40); GRADINARIU Ioana Alexan-
dra: VII(36,39,40), VIII(37,38); GRADINARU Andrei: VI(36,37,39,40), VIL(39,
40); ILIESCU Alca-Tolanda: VI(36,38,39), VIL.39, VIII.37; LUCA Paul: VI(36-38),
VII(38-40); MACUC Andra: VI(36-39), VIL39; MATEI Silvia: VII(36-40), VIIL3T;
MARARI Cezarina: VI(36-38), VII(36,37,39); MARTINUS Luciana: VII(36-39),
G.40; SAVENCU Ramona-Irina: VI(36-38), VIL.39, VIIL.37; TOMESCU Sebastian:
VI(36,38-40), VIL36; TUCALIUC Vlad: VI(36,38,40), VII(38-40); TURCANU Ro-
xana: V.37, VI(36,38), VII(38,40); VANTU Cslin: VII(36-40), VIIL.40; ZANOSCHI
Delia: VI(36,39, 40), VIII(36,38); ZANOSCHI Iulia: VI(36,38), VIL.38, VIII(36,38).
Clasa a IX-a. PACHITARIU Marius: VIII(36-40), IX(36-40), X(37-40), G(36,38,
41,42), L(36,39). Clasa a X-a. MUSTATA Irina: VIII(36-38,40), IX(36-40), X(36-
38), XIL.36.

Colegiul National "C.Negruzzi". Clasa a V-a. HARAGA Anca-Elena: P(50-
52), V(37,38), VI(37,38). Clasa a VII-a. DICU Ciprian-Dinu: VI(38,39), VII(36-
38). Clasa a X-a. BEJINARIU Alexandru: VIII(31-35), IX(32-35), X(31-33),
G(23,25,26,28,30,32,33).

Liceul "Garabet Ibrdileanu”. Clasa a IV-a (inv. LISNIC Sebastian). TIBA Mar-
ius P(47-53). Clasa a VI-a. BUDEANU Stefana: P(52,53), V(37,39), VL38; LUCA
Matei: P(52,53), V(37,39), VL.38; PLACINSCHI Oana: P(41,42,50), V(31,33). Clasa
a VIII-a. TANASE Ioana: VI(37-40), VII1.40, VIII.40.
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Liceul Teoretic "M.Eminescu”. Clasa a V-a. CIURARU Ionela: P(42,43,50-53),
V(31,33,37-39); MASTALERU Alexandra: P(50,52), V(36,37,39).

Seoala nr. 17 "I. Creanga”. Clasa a VII-a. IFTODE Andreea: VI(33-35),
VIL32, IX.31; PAULIN Ana Maria: VI(33-35), VII(31,32,34); SOFRONEA Gabriela:
VI(33-35), VII(31,32); TANANA Irina-Eliza: VI(33-35), VII(31,32).

Seoala "G.Cogbuc". Clasa a II-a (inv. GALIA Paraschiva). ALUPEI Andra:
P(37,44-47); CIOABA Oana-Citalina: P(37,44-47); GHERCA Catalin: P(37,44-
47); HOMEA Liviu: P(37,44-47); HUIDES Gina: P(37,44-47); IGNAT Andrei:
P(37,44-47); MIHAILESCU Laura: P(37,44-47); PISICA Alexandru: P(37,44-47);
SCUTARU Constantin: P(37,44-47). Clasa a II-a (inv. RACU Maria). BARA-
BULA Ioana: P(37, 44-47); BULGARU Ionela: P(37, 44-47); CALOIAN Andrei:
P(37, 44-47); CALIN Georgiana: P(37, 44-47); CRACIUN Mzidalina: P(37, 44-47);
IFROSA Adriana: P(37, 44-47); IOJA Petru-Alexandru: P(34,44-47); LEAGAN
Crina-Alexandra: P(37, 44-47); MOISA Bogdan: P(37, 44-47); PINTILIE R&zvan:
P(37, 44-47); RUSU Flavia: P(37, 44-47).

Scoala "Alexandru cel Bun". Clasa a II-a (inv. SPANU Doinita). BURLACU
Tonut-Mihai: P(44-47,53); DAMIAN Daniel: P(44-47,53); FLOREA Roxana-Maria:
P(44-47,53); FURTUNA Marta: P(44-47,53); IFTENIE Ioana-Céatilina: P(44-47,53);
RUSU Alexandru: P(44-47,53); URSU Gina-loana: P(44-47,53).

Seoala "N.Tonitza". Clasa I (inv. TUDOSE Elena). ANCHIDIN Alexandru:
P(33,34,44-46); CARNU Alina: P(33,34,44-46); DOBRIN Diana: P(33,34,44-46);
LEONTE Anca: P(33,34,44-46); POSTICA Simona: P(33,34,44-46); ROTARIU
Larisa-Maria: P(33,34,44-46). Clasa I (inv. MELINTE Rodica). BACIU Ciprian:
P(33,34,44-46); BARZU Constantin: P(33,34,44-46); BOTOSANU Bianca-Mihaela:
P(33,34,44-46); BUZDUGAN Petru-Citalin: P(33,34,44-46); CEUCA Danut-Vasilica:
P(33,34,44-46); CONSTANTINESCU Diana-Gabriela: P(33,34,44-46); CUCUTEA-
NU Paul-Catalin: P(33,34,44-46); GUSOVATE Diana-Stefana: P(33,34,44-46); LEO-
GAN Larisa-Diana: P(33,34,44-46); MIRON Vlad-Stefan: P(33,34,44-46); MOTAN
Geanina-Diana: P(33,34,44-46); ROTARIU Marian: P(33,34,44-46); SUCIUC Raluca:
P(33,34,44-46); TEIU-COSTIN Andra: P(33,34,44-46). Clasa a III-a (inv. MARCU
Monica). BUTNARU Valentin: P(44-49); ONUTA Alin: P(44-49).

Scoala "B.P.Hasdeu". Clasa I (inv. TARZIORU Iuliana). ADASCALITEI Vic-
tor: P(33,34,44-46); BALAN Andrei: P(33,34,44-46); CUBERSCHI PAUL: P(33-
35,44-46); ESANU Georgiana: P(33,34,44-46); GREIEROSU Claudiu: P(33,34,44-
46); LAMATIC Ioana: P(33-35,44-46); REBEGEA Andrada: P(33,34,44-46). Cla-
sa I (inv. TUTU Laura). BUHU Vlad: P(33,34,44-46); BUZA Eduard-Andrei:
P(33,34,44-46); CHICHIRAU Alexandra-Elena: P(33,34,44-46); GURAU Raluca-
Claudia: P(33,34,44-46); HATESCU Iustina: P(33,34,44-46); NASTASE Andrei:
P(33,34,44-46); SIMIRAD Andrei: P(33,34,44-48). Clasa a IV-a (inv. STEFAN
Liviu). PINTILIE Liviu: P(44-53); PINTILIE Nicoleta: P(44-53); STERBULEAC
Daniel: P(44-53).

Scoala "T.Maiorescu”. Clasa a III-a (inv. CHIRILA Beatrice). TUDORACHE
Alexandru-Gabriel: P(44-53).
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